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PISA 2012
Matematicky koncepént rgmec

Matematicky koncepcéni ramec PISA 2012 vysvétluje teoreticka vychodiska
Setfeni PISA v matematice, predklada novou formalni definici matematické
gramotnosti, definici matematickych postupl, které Zaci pouzivaji pfi
aplikovani matematické gramotnosti, a definici zakladnich matematickych
dovednosti, jeZ Zaci potfebuji pro tyto postupy. Koncep&ni ramec rozdéluje
matematicky obsah do Ctyf okruhl, pficemz jednotlivé okruhy vymezuji
matematicky obsah, jehoz znalost je v projekiu PISA hodnocena
u patnactiletych zak(. Ramec dale popisuje Gtyfi okruhy kontext, ze kterych
vychazeji matematické ulohy, stanovuje zastoupeni jednotlivych polozek
podle obsahu, kontextu, formatu odpovédi a zkoumanych postupt, popisuje
podobu testovacich sesitl a dotaznikl. Zakladni podminkou je, aby kazdy
seSit obsahoval rizné obtizné ulohy. Ramec také popisuje mechanizmy
kontroly kvality a zabyva se novym nepovinnym testovanim matematiky
provadénym na pocitacich. Tuto formu testovani zdlvodruje a zkouma
potencial jejiho dalsiho vyuziti. Jednotlivé okruhy jsou ilustrovany na sedmi
Ulohach, které byly pouzity v Setfenich PISA. Zamérem projektu PISA je
méfit, jak efektivné jednotlivé zemé pripravuji své Zaky na pouzivani
matematiky ve vSech oblastech osobniho, ob¢anského i profesniho Zivota a
do jaké miry je pro zaky matematika soucasti konstruktivnihno a
uvédomélého ob&anstvi.
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Hodnoceni vysledk(l v matematice ma v Setfeni PISA 2012 Ustfedni vyznam, protoZe se matematika stala hlavni

hodnocenou oblasti. Vysledky v matematice sice byly hodnoceny jiz v Setfenich PISA 2000, 2003, 2006 a 2009, ale
ustfedni roli hrala matematika pouze v roce 2003.

Navrat matematiky na pozici hlavni testované oblasti v roce 2012 umoznuje nejen porovnat vyvoj vysledkt zaki
v prubéhu €asu, ale zaroven nabizi moznost znovu zjiStovat a zvazit, co presné je hodnoceno, nebot v mezidobi
doslo ke zmé&nam jak ve vzdélavaci politice v jednotlivych zemich, tak ve vyuCovaci praxi. V tuto chvili je tfeba
vytvofit aktualizovanou koncepci matematické gramotnosti, ktera umozni reflektovat sou€asny stav a zaroven
zachovat psychometrickou navaznost na pfedchozi matematické testovani. Koncepce PISA 2012 byla vytvofena tak,
aby se matematika stala pro patnactileté zaky jasnéjsi, srozumiteln&j8i a zaroven aby testovaci ulohy vychazely ze
smysluplnych a autentickych kontextd. Cyklus matematického modelovani, ktery byl pouzivan v pfedchozich
koncepcich (napf. OECD, 2003) pro popis jednotlivych fazi, jimiz zaci prochazeji pfi feSeni uloh, je zakladnim
stavebnim kamenem i v Setfeni PISA 2012 a je vyuzivan pro vymezeni matematickych postupt, které Zaci voli pfi
feSeni uloh. Rozdil je ale v tom, Ze tyto postupy se v PISA 2012 stavaji zakladnim referenénim ramcem. V roce 2012
je také poprvé nabizeno nepovinné testovani matematiky prostfednictvim pocitacli (Computer-based assessment of
mathematics CBAM).

Matematicky koncepéni ramec PISA 2012 je rozdélen do nékolika hlavnich &asti. V prvni ¢asti ,Definice matematické
gramotnosti“ jsou vysvétlena teoreticka vychodiska matematického testovani PISA, a to v€etné formalni definice
konstruktu matematicka gramotnost. Druha ¢ast ,Usporadani oblasti“ popisuje tfi aspekty: i) matematické postupy a
zakladni matematické dovednosti nezbytné po tyto postupy (v prfedchozich koncepcich oznaCované jako
~kompetence®); ii) zplsob, jak jsou v koncepci PISA 2012 usporadany znalosti matematického obsahu, a znalosti,
které jsou testovany u patnactiletych zakla (je popsano dil¢i bodovani jak ve tfech kategoriich matematickych
postupd, tak ve ¢tyfech okruzich matematického obsahu); iii) kontexty, ze kterych budou ulohy vychazet. Treti ¢ast
,Hodnoceni matematické gramotnosti“ podava prehled strukturalnich otazek testovani, v€etné pracovni verze testu a
dal$ich technickych informaci. V dodatcich jsou uvedeny dalSi popisy zakladnich matematickych dovednosti, nékolik
ukazkovych uloh z Setfeni PISA a seznam literatury.

Koncepéni ramec byl vypracovan pod vedenim Matematické expertni skupiny (Mathematics Expert Group [MEG]),
organu jmenovaného hlavnimi realizatory PISA, se souhlasem spravni rady PISA (PISA Governing Board [PGB]).
Mezi deseti leny expertni skupiny jsou zastoupeni matematici, didaktici matematiky a odbornici v oblasti testovacich
technologii a pedagogického vyzkumu z nékolika zemi. Vétsi §iFi vstupnich informaci a kritickych komentard k navrhu
matematického koncepéniho ramce PISA 2012 zajistilo rozeslani 170 odbornikim-matematikim z vice nez 40 zemi.
Organizace Achieve a Australska rada pro vyzkum ve vzdélavani (Australian Council for Educational Research
[ACER]), dvé organizace povéfené Organizaci pro hospodarskou spolupraci a rozvoj (OECD) pfipravou koncepéniho
ramce, provedly dalSi vyzkumy s cilem poskytnout podporu pfi praci na pfipravé koncepce. Pfedbézné prace na
koncepci i projektu PISA podporuje také vyzkumna Cinnost v mnoha dalSich zemich (pfikladem je vyzkum popsany
v publikaci OECD z roku 2010 Pathways to Success: How Knowledge and Skills at Age 15 Shape Future Lives in
Canada — Cesty k uspéchu: Jak znalosti a dovednosti patnactiletych zaku utvareji jejich dalsi Zivot).

DEFINICE MATEMATICKE GRAMOTNOSTI

Ma-li byt mlady ¢lovék pfipraven na Zivot v dnesni spole¢nosti, musi rozumét matematice, nebot mnoZstvi problému
a situaci z bézného i profesionalniho Zivota, pro jejichz pochopeni a feSeni je nezbytna jista urovern matematickych
znalosti, matematického mysleni a zvladani matematickych nastroji, stale roste. Matematika se stava jednim
z kliCovych nastroju, ktery mladi lidé potfebuji, maji-li zviadat vyzvy a problémy v osobnim, profesnim, spole¢enském
i védeckém zivoté, proto musime porozumeét tomu, jak efektivné uméji absolventi $kol pouzivat matematiku pfi feSeni
probléma. Testovani patnactiletych zakl je vhodnym v€éasnym indikatorem toho, jak budou mladi lidé v dalSim zivoté
reagovat na riizné situace, které vyzaduji aplikaci matematiky.

Zakladem koncepce mezinarodniho srovnavani patnactiletych zakd by méla byt nasledujici otdazka: ,Co potfebuji
ob&ané znat a umét v situacich, jez obsahuji matematiku?“ Jinymi slovy: co pfesné obnasi matematicka kompetence
u patnactiletych zaku, ktefi planuji odejit ze Skoly, a co u téch, ktefi chtéji pokracovat ve studiich, déle si zvySovat
kvalifikaci a pfipravovat se na pfijimaci zkousky na vysoké Skoly? Matematickou gramotnost je tfeba chapat jako
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schopnost jednotlivce formulovat, pouzivat a interpretovat matematiku v riznych kontextech, nikoli jako synonymum
minimalnich znalosti a dovednosti. M&la by spiSe popisovat schopnost jednotlivce matematicky myslet a pouzivat
matematické pojmy, postupy, fakta a nastroje k tomu, aby popisoval, vysvétloval a pfedpovidal rizné jevy. Takové
pojeti matematické gramotnosti akcentuje vyznam dobrého porozuméni pojmim Cisté matematiky a uzitek, jaky
zakum pfinasi badani v abstraktnim svété matematiky. Pojem matematické gramotnosti, jak je vymezena
v koncepénim ramci PISA, priklada velky vyznam rozvijeni schopnosti Zakl pouzivat matematiku v kontextu. Tato
schopnost je zavisla na tom, zda s ni Zaci maji dostatecné bohaté zkuSenosti z hodin matematiky, coz plati jak pro ty
patnactileté zaky, jejichz formalni matematické vzdélani je témérF u konce, tak pro ty, ktefi v ném budou pokracovat.
Navic se da fici, ze motivace ucit se matematiku roste, pokud ma jeji vyuka vztah ke svétu mimo Skolu a k tomu, co
se uci v jinych predmétech.

Matematicka gramotnost pochopitelné pfesahuje vékové hranice, nicméné pfi hodnoceni patnactiletych zaku je tfeba
brat v potaz vSechna specifika vybrané vékové skupiny a nezbytné urCit tematické okruhy, které jsou vékové,
jazykové i kontextové pFimérené. Koncepéni ramec predklada jak Siroké tematické okruhy obecné vyznamné
z hlediska matematické gramotnosti, tak témata vhodna pravé pro testovanou vékovou skupinu. Matematicka
gramotnost neni vlastnost, kterou nékdo ma, nebo nema, musime spiSe hovofit o kontinuu vice ¢i méné gramotnych
jedincq, pficemz vSichni maji potencial dale se zlepSovat.

PISA 2012 definuje matematickou gramotnost nasledovné:

Matematicka gramotnost je schopnost jedince formulovat, pouZivat a interpretovat matematiku v ridznych
kontextech. Zahrnuje matematické mysleni, pouZivani matematickych pojmu, postupl, fakti a nastroji k popisu,
vysvétlovani a predpovidani jevi. Pomaha jedinci si uvédomit, jakou roli matematika hraje ve svété, a diky tomu
spravné usuzovat a rozhodovat se tak, jak to vyZaduje konstruktivni, angazované a reflektivni obcanstvi.

Nasledujici poznamky zdaraznuji a vysvétluji nejpodstatnéjsi aspekty predloZzené definice.

Pojeti zaku jako aktivnich resitelli uloh

Vyrazové prostfedky pouzité v definici matematické gramotnosti kladou dlraz na aktivni praci zaki v matematice a
zahrnuji matematické uvazovani a pouzivani matematickych pojmu, postupl, faktd a nastrojd pro popisovani,
vysvétlovani a pfedpovidani jevd. Konkrétné slovesa ,formulovat®, ,pouzivat® a ,interpretovat® oznacuji tfi postupy,
v nichZ maji Zaci roli aktivnich fesiteld. Formulovat matematiku znamena identifikovat pfileZitosti, kdy ji Ize aplikovat —
uvédomit si, Ze pro pochopeni &i feSeni konkrétniho problému nebo vyzvy je vhodnym nastrojem pravé matematika.
To s sebou nese schopnost uchopit urcitou situaci a prevést do formy vhodné pro matematické feSeni tim, ze ji dame
matematickou strukturu nebo ji matematicky znazornime, ur€ime proménné a vyslovime zjednodusujici predpoklady,
abychom se dostali k feSeni problému. PouZivat matematiku znamena uzivat matematické uvazovani a matematické
pojmy, postupy, fakta a nastroje k nalezeni matematického feseni. Patfi sem vypocty, Upravy algebraickych vyraza a
rovnic ¢i jinych matematickych modell, analyza matematickych informaci z diagramd a grafQi, vytvareni
matematickych popisi a vysvétleni a vyuzZivani matematickych nastroju pro FeSeni problémd. Interpretovat
matematiku znamena zvazovat matematicka fesSeni Ci vysledky a interpretovat je v kontextu problému ¢i situace.
Patfi sem zhodnoceni matematickych feSeni a uvazovani v kontextu problému nebo urovani, zda jsou vysledky
rozumné a v daném kontextu smyslupiné.

Jazyk definice se také snazi zahrnout pojem matematického modelovani, ktery byl od samého poc¢atku zakladnim
kamenem matematické koncepce PISA (napf. OECD, 2003), pfimo do definice matematické gramotnosti, jak ji uvadi
koncepéni ramec PISA 2012. Kdyz jedinec pouziva matematiku a jeji nastroje pfi feSeni problém, prochazi nékolika
fazemi. Obrazek 1.1 predklada souhrn zakladnich pojm( tohoto koncepéniho ramce a ukazuje jejich vzajemnou
souvislost.

= Vnéjsi pole obrazku 1.1 ukazuje, Ze matematickou gramotnost vyuzivame v kontextu problému z realného svéta.
Koncep¢ni ramec tento typ problému charakterizuje dvéma zplsoby. Kontextové okruhy, které budou podrobné
pfedstaveny nize, popisuji oblasti Zivota, v nichz podobné problémy vznikaji. Kontext mize byt osobni, problémy
se tykaji pfimo jedince, jeho rodiny i pratel a blizkého okoli. Problém ale muze také vyvérat ze spole¢enského
kontextu (z vlastni komunity — at uz mistni, narodni &i globalni), z profesniho kontextu (svét prace) nebo
z védeckého kontextu (souvisejiciho s aplikaci matematiky ve svété védy a technologii). Pro charakteristiku
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problému je dale urdujici podstata matematického jevu, ktery je jeho zakladem. Ctyfi okruhy matematického
obsahu definuji velké skupiny jev(, kvdli jejichz zkoumani se matematika vyvinula. Tyto okruhy (kvantita,
neurcitost a data, zména a vztahy, prostor a tvar) jsou uvedeny ve vné&jSim poli obrazku 1.1.

PFi FfeSeni problém0 z riznych kontextd musi jedinec matematicky myslet a jednat. To je v koncep&nim ramci
charakterizovano tfemi zpusoby. Obrazek 1.1 ukazuje, Ze jedinec musi pfi praci stavét na rliznych matematickych
pojmech, znalostech a dovednostech. Z téchto matematickych znalosti pak Cerpa, kdyz reprezentuje matematiku
a komunikuje o ni, vymysli strategie, odtvodruje, formuluje argumenty apod. Tyto matematické Cinnosti jsou
v koncepénim ramci popsany pomoci sedmi zékladnich dovednosti, které budou detailné popsany nize. Kdyz
jedinec fesi problém — coz mize vyzadovat formulaci problému, pouZiti matematickych pojmG a postupll nebo
interpretaci matematického feSeni — zarovef nebo postupné aktivizuje zakladni matematické dovednosti, a to
s ohledem na matematicky obsah. Jeho cilem je nalézt feSeni.

Znéazornény cyklus matematického modelovani ve vnitini ¢asti obrazku 1.1 ukazuje idealizovanou a zjednoduSenou
verzi fazi, jimiz FfeSitel prochazi, kdyz uplatriuje svou matematickou gramotnost. Pfedklada idealizovanou sekvenci
fazi, ktera zadina ,problémem v kontextu®. ResSitel se v problémové situaci snazi najit matematiku a situaci
matematicky formuluje na zakladé odhalenych matematickych pojmu, vztahl a zjednodusSujicich pfedpokladd. Tim
pfevede ,problém v kontextu* na ,matematickou Glohu®, kterou Ize fesit matematicky. Sipka sméfujici v obrazku 1.1
dolt popisuje, co feSitel vykonava, kdyz pouzZivé matematické pojmy, postupy, fakta a nastroje pro ziskani
,matematickych vysledk(“. Tato faze obvykle obnasi matematické uvazovani, Upravy, transformace a vypocty. Potom
je tfeba ,matematické vysledky“ interpretovat v kontextu pavodniho problému (,vysledky v kontextu). V této fazi
feSitel interpretuje, aplikuje a vyhodnocuje matematické vysledky a jejich smysluplnost v kontextu plvodniho
problému z redlného Zivota. Cinnosti formulovéani, pouzivani a interpretovéni matematiky jsou kli¢ovymi slozkami
cyklu matematického modelovani i kli€ovymi prvky definice matematické gramotnosti. VSechny tyto tfi procesy jsou
postaveny na zakladnich matematickych dovednostech, které zase vychazeji z dobrych feSitelovych matematickych
znalosti daného tématu.

Obrazek1.1
Model matematické gramotnosti v praxi

r A

Problémy v kontextu bézného Zivota
Okruhy matematického obsahu: Kvantita; Neurcitost a data; Zména a vztahy; Prostor a tvar
Okruhy kontextll z kazdodenniho Zivota: Osobni; Spolecensky; Profesni; Védecky

~
Matematické mysleni a jednani
Matematické pojmy, znalosti a dovednosti

Zakladni matematické dovednosti: Komunikace; Reprezentace; Tvorba strategii; Matematizace;
UvaZovani a argumentace; Pouziti symbolického, formalniho a technického jazyka a operaci;
Pouziti matematickych nastroj

Postupy: Formulovat; Pouzit; Interpretovat/Vyhodnotit

Problém Matematicky
v kontextu problém

\%

Vysledky Matematické
Interpretovat VySIed ky

* X O "3 0 X

=~ 7
Cyklus modelovani je pro pojeti zaka jako aktivniho feSitele tloh a problém0 v projektu PISA kli€ovy; je ale pravda,
Ze ne vzdy je nutné, aby Zak prosel véemi fazemi cyklu, a to obzvlasté v kontextu testovani (Niss a kol., 2007). Casto
se stava, ze podstatnou €ast cyklu matematického modelovani uz za nas udélal nékdo jiny a nam zbyva vykonat jen
nékolik krokl cyklu. Proto jsou v nékterych pfipadech zakum predloZzeny matematické reprezentace, napf. grafy nebo
rovnice, které staci jen upravit, aby Zzaci mohli odpovédét na nékteré otazky nebo dosli k néjakym zavérdm. To je také
davod, pro¢ mnoho testovych uloh PISA zahrnuje jenom ¢ast cyklu modelovani. Kazdy postup mlZe pfredstavovat
velky problém, proto je nékdy tfeba projit celym cyklem nékolikrat, nez se podafi ulohu vyfeSit. Ve skute¢ném svété
muZe fesitel mezi postupy a procesy oscilovat, vracet se k dfivéj§im rozhodnutim a pfedpokladtm.
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Konkrétni propojeni uloh s riznymi kontexty PISA 2012

,Ruznorodost kontext(“ zminéna v definici matematické gramotnosti ma vést k propojeni definice se specifickymi
kontexty, které budou blize popsany a ilustrovany v dalSim textu. Specifické kontexty samy o sobé nehraji
vyznamnou roli, ale ¢tyfi okruhy kontextl zvolené pro toto testovani (osobni, profesni, spolec¢ensky a védecky) v sobé
zahrnuji celou fadu situaci, v nichz se jedinci setkavaji s matematikou. Definice také Fika, Ze matematickd gramotnost
pomaha jedinci uvédomit si roli, jakou matematika ve svété hraje, a délat odidvodnéna rozhodnuti. To vSe od néj
vyzaduje konstruktivni, angazované a uvédomeélé ob&anstvi.

Vyznamna role matematickych nastroju véetné technologii v koncepci PISA 2012

Definice matematické gramotnosti explicitné hovofi o pouzivani matematickych nastroji. Tyto nastroje tvofi fyzicka a
digitalni zafizeni, software a vypocCetni technika®. PocCitaCové matematické nastroje jsou ve 21. stoleti na pracovistich
zcela bézné a jejich vyznam i dostupnost budou nadale rist. Charakter problémui v pracovni praxi i logické uvazovani
o téchto problémech se diky moznostem vypocetni techniky rychle méni — a to klade dal$i naroky na matematickou
gramotnost.

Testovani matematiky na pocitaich je v Setfeni PISA 2012 novinkou, proto je v tuto chvili pro zu¢astnéné zemé
nepovinné. Je zjevné, Ze zahrnuti matematickych nastroju v definici matematické gramotnosti je vice nez vhodné. Ve
vSech dosavadnich testovanich PISA sméli Zaci pouzivat, pokud to bylo v dané zemi pfi testovani praxi, kalkulacky.
Testové polozky byly tvofeny tak, aby byly z hlediska pfistupu ke kalkulackam pokud mozno neutralni a bylo je
mozné fesit i bez pouziti kalkulacky. V testovych Ulohach v Setfeni PISA 2012 uz ale muze zakim pouziti kalkulacky
pfinést prospéch; a v nepovinném testovani na pocitaci budou matematické nastroje jako napfiklad online kalkulacka
pfimo soucasti nékterych testovych polozek. Vzhledem k tomu, Ze testové polozky projektu PISA maji odrazet
problémy z osobniho, profesniho, spole¢enského a védeckého kontextu, kde se kalkulacky bézné pouzivaji, mize
v nékterych polozkach znacné usnadnit praci. Testovani na pocitadi poskytuje moznost vyuzit SirSi Skalu
matematickych nastroji — napfiklad statisticky software, nastroje pro geometrické konstrukce a vizualizace, virtualni
nastroje k méfeni. Tyto nastroje jsou pfimo sou€asti zadani uloh, nebot pfi FeSeni problémd v redlném svété jsou
zminéna meédia stale Castéji vyuzivana. Testovani na pocitai navic umozriuje hodnotit ty aspekty matematické
gramotnosti, které pfi tradi€nim testovanim nelze hodnotit.

USPORADANI OBLASTI

Koncepéni ramec projektu PISA definuje oblast matematiky pro testovani a popisuje, jak u patnactiletych zakl
hodnotit matematickou gramotnost. Projekt PISA tedy hodnoti, do jaké miry jsou patnactileti Zaci schopni adekvatné
uchopit matematiku v situacich, které to vyZaduiji, proto vétSina situaci a tloh vychazi z kontextl realného svéta.

Definici matematické gramotnosti, jak je uvedena v koncepénim ramci Setfeni PISA 2012, Ize analyzovat tfemi
souvisejicimi hledisky:

= matematické postupy, jez zachycuji, co zaci délaji, kdyz propojuji kontext problému s matematikou, aby ho mohli
vyresit, a zakladni dovednosti, jez jsou pro tyto postupy nezbytné;

= matematicky obsah, jehoz pouziti je cilem testové polozky;

= kontext, z néhoz testova polozka vychazi.

Tato tfi hlediska jsou detailné rozpracovana v nasledujicim textu a matematicky koncepcéni ramec Setfeni PISA 2012
je zdlraznuje prave proto, aby zajistil, Ze testové polozky odrazeji Sirokou Skalu postupl, obsahu a kontextd. Diky
tomu polozky efektivné operacionalizuji vySe uvedenou definici matematické gramotnosti. Toto uspofadani
koncepcniho ramce vychazi z nékolika otazek, které souviseji s definici matematické gramotnosti:

= Jaké postupy jedinci pouzivaji, kdyz feSi kontextualizované matematické ulohy? Jaké dovednosti o¢ekavame, ze
budou jedinci schopni prokazat, kdyz se bude jejich matematicka gramotnost rozvijet?

= Jaké znalosti matematického obsahu miZeme pfedpokladat, Ze jedinci maji — konkrétné patnactileti zaci?
= V jakych kontextech |ze pozorovat a hodnotit matematickou gramotnost?
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Matematické postupy a zakladni matematické dovednosti

Matematické postupy

Definice matematické gramotnosti hovofi o schopnosti jedince formulovat, pouzZivat a interpretovat matematiku.
Pravé slova ,formulovat®, ,pouzivat” a ,interpretovat® tvofi dobry zaklad pro usporadani matematickych postupu, které
zachycuji, co se odehrava, kdyZ jedinec propojuje kontext zadani ulohy nebo problému s matematikou a tak ho fesi.
V Setfeni PISA 2012 jsou vysledky sdélovany pravé prostfednictvim téchto matematickych postupl, coz pro
interpretaci vysledkd umozriuje pouzit nasledujici kategorie:

= formulovani situaci matematicky;
= pouZivani matematickych pojma, faktd, postupd a uvazovani;
= interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledkd.

Je dUlezité, aby politici i ucitelé z praxe védéli, jak ucinné jsou Zaci schopni tyto postupy pouzivat. Vysledky projektu
PISA v kategorii formulovani ukazuji, jak efektivné Zaci poznaji moznost pouzit matematiku v problémovych situacich
a jak jsou potom schopni dat situaci potfebnou matematickou strukturu. Diky tomu pak mohou kontextualizovany
problém formulovat jako matematickou ulohu. Co se tyka kategorie pouzivani, vysledky projektu PISA naznacuji, jak
dobfe Zaci pouzivaji vypolty a upravy, jak efektivné aplikuji znamé pojmy pfi UuspéSném feSeni zformulované
matematické ulohy. Vysledky projektu PISA v kategorii interpretovani prezentuji, jak efektivné zaci uméji reflektovat
matematicka feSeni Ci zavéry, interpretovat je v kontextu problému zrealného svéta a rozhodnout, zda davaji
vysledky vrealném svété smysl. Obratnost, sjakou zaci pouzivaji matematiku v realnych situacich, zavisi na
dovednostech souvisejicich se vSemi témito kategoriemi. Porozuméni Uspésnosti zakl v kazdé ze tfi kategorii by
melo pfispét k tomu, aby se odborna diskuze i kurikularni rozhodnuti pfiblizily realité vyuky.

Formulovani situaci matematicky

Slovo ,formulovat® v definici matematické gramotnosti odkazuje na schopnost rozpoznat pfilezZitost pro pouziti
matematiky v problémovych situacich a schopnost vtisknout situaci potfebnou matematickou strukturu. V prabéhu
formulovani situaci matematicky rozhodujeme, jaké matematické pojmy a postupy potfebujeme k analyze,
formulovani a FeSeni ulohy. Prekladame ji z kontextu realného svéta do oblasti matematiky, davame problému
zrealného svéta matematickou strukturu a reprezentaci, zvazujeme omezeni a predpoklady ulohy. Konkrétné
zahrnuje formulovani situaci matematicky napftiklad nasledujici Cinnosti:

= uréeni matematickych stranek problému v realném kontextu a uréeni dalezitych proménnych;
= rozpoznani matematické struktury (v€etné pravidelnosti, vztaht a schémat) problém a situaci;
= zjednodusSeni situace nebo problému tak, aby ho bylo mozné podrobit matematické analyze;

< uréeni omezujicich podminek a predpokladl nutnych pro matematické modelovani a zjednoduseni vychazejici
z kontextu;

matematicka reprezentace situace za pouziti vhodnych proménnych, symbold, schémat a standardnich model(;

reprezentace problémové situace jinym zpusobem, véetné jejiho usporadani podle matematickych pojmda, a
ureni vhodnych predpokladu;

porozuméni a vysveétleni vztahll mezi jazykem vazanym na kontext a symbolickym a formalnim jazykem nutnym
pro matematickou reprezentaci;

preklad problémové situace do jazyka matematiky ¢i matematické reprezentace;

urceni, které stranky problémové situace odpovidaji znamym matematickym uloham, pojmim nebo postuptm;

= vyuziti informacnich technologii (napfiklad tabulkového procesoru, kalkulatort pro tvorbu grafl) ke znazornéni
matematickych vztaht ukrytych v kontextualizovaném problému.

Zverejnéna testova polozka PIZZY (viz ,Ukazkové ulohy z matematiky“) vyzaduje, aby Zaci uméli formulovat situaci
matematicky. Z&ci sice museji pii fe$eni Glohy provadét podetni operace a vysledky vypoétu aplikovat, aby urgili,
kterd pizza je za danou cenu nejvyhodnégjsi, kognitivné vyrazné naroc¢néjsi je ale formulovat matematicky model
,wyhodna koupé&*“. Zak si musi uvédomit, Ze vzhledem k tomu, Ze pizzy jsou stejné silné, ale maji riizné praméry, je
tfeba analyzovat obsah kruhu. Vztah mezi mnozZstvim pizzy a mnozstvim penéz pak popisuje pomér hodnota-cena,
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ktery Ize modelovat jako cena za jednotku obsahu. Zvefejnéna testova polozka ROCKOVY KONCERT (viz
,=Ukazkové ulohy z matematiky®) je dalSim prikladem polozky, jez je postavena na schopnosti zak( formulovat situaci
matematicky, nebot od zaku o¢ekava, ze uchopi poskytnuté kontextualizované informace (napf. velikost pole, fakt, ze
je koncert vyprodany, fakt, ze vSichni fanousci stoji) a ze tyto udaje pfelozi do vhodné matematické podoby, jez jim
umozni odhadnout, kolik je na koncertu lidi.

Pouzivani matematickych pojmu, faktu, postupt a uvazovani

Slovo ,pouzivat® v definici matematické gramotnosti hovofi o schopnosti aplikovat pfi feSeni matematicky
formulovanych uloh matematické pojmy, fakta, postupy a uvazovani. Kdyz pouzivame matematické pojmy, fakta,
postupy a uvaZovani pro FeSeni uloh, provadime takové operace a postupy, abychom ziskali vysledky a nasli
matematicka FeSeni (napfiklad provadime aritmetické vypocty, feSime rovnice, vyvozujeme logické zavéry
z matematickych pFedpokladtd, provadime symbolické Upravy, ziskavame matematickd data z tabulek a grafd,
reprezentujeme télesa v prostoru, manipulujeme s nimi a analyzujeme data). Pracujeme na modelu problémové
situace, hledame pravidelnosti, urCujeme vztahy mezi matematickymi pojmy a snazime se matematicky
argumentovat. Konkrétné pouZivani matematickych pojmd, faktd, postupt a uvazovani zahrnuje ¢innosti jako:

= navrzeni a realizace strategii hledani matematickych feseni;

= vyuzivani matematickych nastroju véetné informacnich technologii, které jsou vhodné pro presna a pfiblizna
feSeni;

= aplikace matematickych faktl, pravidel, algoritmt a struktur pfi hledani feseni;

- prace s Cisly, grafickymi a statistickymi daty a udaji, Upravy algebraickych vyrazd a rovnic a manipulace
s geometrickymi reprezentacemi;

= tvorba matematickych nakrest, grafli, geometrickych konstrukci a ziskavani dat z téchto reprezentaci;

= pouzivani vice forem reprezentace pfi hledani feSeni a pfechody mezi nimi;

= zobecnovani na zakladé vysledku ziskanych pfi pouziti matematickych postupl k hledani feseni;

= zvazovani matematickych argumentd, vysvétiovani a odivodriovani matematickych vysledka.

Zvetejnéna testova uloha CHUZE (viz ,Ukazkové Ulohy z matematiky*) obsahuje polozky, které jsou zcela zaloZzeny
na schopnosti zakl pouZivat matematické pojmy, fakta, postupy a uvaZovani. Obé otazky této Ulohy spocivaji
na pouziti daného modelu — vzorce, s jehoz pomoci je mozné urcit délku kroku (otdazka 1) nebo rychlost chlize
(otazka 2). Obé otazky jsou v zadani vyjadfeny prostfednictvim matematické struktury a zaci maji pfi hledani reseni
provést algebraické Upravy a vypodty. Podobn& i zvefejnéna testova UGloha TESAR (viz ,Ukazkové Ulohy
z matematiky“) je postavena na schopnosti Zak( pouZivat matematické pojmy, fakta, postupy a uvaZovani.
Nejdullezitéjsim kognitivnim procesem je najit strategii, jak zjistit Udaje o celkové délce Usecek, pficemz délka kazdé
z nich je neznama a je tfeba vzajemné porovnavat jejich délky. Zaci také musi dat do souvislosti obvody naértnutych
zadhonu s mnoZstvim dfeva, které maji k dispozici. Tento proces formulovani je ale vyrazné méné narocny nez proces
uvazovani o obvodech.

Interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledki

Slovo ,interpretovat® se v definici matematické gramotnosti vztahuje ke schopnosti provadét reflexi matematickych
feSeni, vysledkl ¢&i zavéru a interpretovat je v kontextu puvodni situace z bézného zivota. To zahrnuje prelozeni
matematickych feseni a Uvah zpét do kontextu zadani a rozhodnuti, zda v tomto kontextu vysledky davaji smysl. Tato
kategorie se ve schématu 1.1 s ilustraci matematické gramotnosti tyka Sipek ,interpretovat a ,vyhodnotit. Zaci musi
v této fazi vysvétlovat a argumentovat v kontextu zadani, musi reflektovat proces modelovani i jeho vysledky.
Konkrétné interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledkt zahrnuje nasledujici ¢innosti:

= interpretace matematického vysledku v ramci pavodni situace z bézného zivota;

= zhodnoceni smysluplnosti matematického feSeni v kontextu plvodni situace z bézného Zivota;

= pochopeni, jaky vliv ma reélny svét na vysledky a vypocty v ramci matematického postupu nebo modelu, diky
¢emuz Ize zhodnotit, jak by se tyto vysledky mély pfizpUsobit ¢i aplikovat;

= vysvétleni, pro€ je nebo neni dany matematicky vysledek &i FeSeni smysluplné v kontextu pavodni situace;

= pochopeni rozsahu a hranic matematickych pojmu a matematickych feseni;

= kritické zhodnoceni a ur€eni hranic funkénosti pouzitého modelu FeSeni.
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Zvefejnéna uloha ODPADKY (viz ,Ukazkové ulohy z matematiky“) od Zakd vyzaduje schopnost interpretovat,
aplikovat a hodnotit matematické vysledky. Polozka se zaméfuje na hodnoceni smysluplnosti matematického
vysledku — v tomto pfipadé pomysiného nebo nacrtnutého sloupcového grafu —, ktery zachycuje data podle ¢asu
rozkladu a typu odpadu. Polozka vyzaduje uvazovani o predlozenych datech a zplsobu jejich prezentace i
zhodnoceni vysledku. Resitel musi vysvétlit, pro¢ se v tomto pfipadé sloupcovy diagram nehodi pro prezentaci dat.

Zakladni matematické dovednosti na pozadi matematickych postupu

Desetileta zkuSenost s tvorbou testovych polozZek projektu PISA a s analyzou zpusob(, jakymi na tyto polozky reaguji
Zaci, ukazuje, ze kazdy z vySe uvedenych matematickych postupt i matematicka gramotnost jako takova vychazi ze
souboru zakladnich matematickych dovednosti. Mogens Niss a jeho dansti kolegové (Niss, 2003; Niss a Jensen,
2002; Niss a Hgjgaard, 2011) stanovili osm zakladnich dovednosti — podle Nisse i koncepéniho ramce OECD z roku
2003 (OECD, 2003) ,kompetenci“ — potfebnych pro matematické jednani. V koncep&nim ramci PISA 2012 je definice
souboru téchto zakladnich dovednosti upravena. Na zakladé vyzkumu kompetenci pouzivanych dfive
v administrovanych testovych polozkach projektu PISA, ktery byl proveden Matematickou expertni skupinou, byl
pocCet uvadénych dovednosti snizen na sedm (Turner a kol., v tisku). O potfebé& definovat soubor zakladnich
matematickych dovednosti, jenz by doplnil znalosti specifickych matematickych obsah(, se vi jiz dlouho. PFikladem
tohoto trendu je osm matematickych postupl definovanych v zakladnich standardech v USA (Common Core State
Standards in the United States, 2010), Ctyfi zakladni matematické procesy (reprezentace, analyza, interpretace a
hodnoceni, komunikace a reflexe) definované v anglickém narodnim kurikulu pro matematiku (England’s
Mathematics National Curriculum, Qualifications and Curriculum Authority, 2007) a standardy uvadéné Narodni radou
uciteld matematiky — National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), ,Principles and Standards for School
Mathematics“ (NCTM, 2000). Tyto kognitivni schopnosti musi jedinec ziskat ¢i se je naucit, pokud chce porozumét
sveétu matematicky, pokud chce matematicky uchopit kazdodenni situace a feSit problémy (Turner a Adams, 2012).
Z toho plyne, Ze tyto zakladni dovednosti jsou v tézSich testovych polozkach aktivovany ve vétSi mife a na vyssi
Urovni, tudiz se mohly stat referenénim rdmcem popisu rdznych Grovni osvojeni matematické gramotnosti, o kterych
hovofila jiz pfedchozi Setfeni PISA. Podrobnéji o tom bude pojednano nize (viz tabulka 1.1).

Podstatu tohoto koncep&niho ramce tvofi nasledujici popis sedmi zakladnich matematickych dovednosti:

= Komunikace: Souc¢asti matematické gramotnosti je komunikace. Jedinec nejprve zaregistruje urcity problém a to ho
stimuluje k tomu, aby se snazil problémovou situaci pochopit. Cteni, porozuméni vyrok(im, otazkam, tkoldm &i
objektim a jejich interpretace nam umozriuje, abychom si vytvofili mentalni model situace. Je to dllezity krok,
chceme-li porozumét problému, vyjasnit si ho a formulovat ho. Pribéh feseni mize vyzadovat, abychom uméli
shrnout a prezentovat prubézné vysledky. Po vyfeSeni problému pak byva nutné toto feSeni prezentovat ostatnim,
vysvétlit ho nebo odvodnit.

= Matematizace: Matematickd gramotnost muze zahrnovat pfevedeni problému z redlného svéta do jeho Ccisté
matematické podoby (coZ pfedstavuje napf. strukturovani, konceptualizaci, vyslovovani hypotéz nebo vytvoreni
matematického modelu), déale interpretaci ¢i vyhodnoceni matematického vysledku nebo matematického modelu
v kontextu puvodniho problému. Pojem ,matematizace” odkazuje na ty zakladni matematické Ukony, které jsou
k tomu potreba.

Reprezentace: Matematicka gramotnost dale zahrnuje reprezentovani matematickych objektd a situaci. Patfi sem
vybér vhodné reprezentace, interpretace, pfekladani z jedné formy reprezentace do jiné a sou€asné vyuziti
nékolika forem reprezentace. Cilem téchto &innosti je zachytit situaci, reagovat na problém nebo prezentovat
vlastni praci. Reprezentace muze mit formu grafd, tabulek, schémat, obrazkd a nacrtli, rovnic, vzorch di
konkrétnich material(.

= UvaZovani a argumentace: Dovednost, ktera je potfeba pfi mnoha riznych matematickych ¢innostech a na riiznych
urovnich matematické gramotnosti, se nazyva uvaZovani a argumentace. Tato dovednost zahrnuje logické
myslenkové procesy, s jejichz pomoci zkoumame a davame do souvislosti rizné prvky ulohy &i problému, abychom
mohli vyvozovat logické dusledky, ovéfili predlozena vysvétleni nebo sami odlvodnili vyroky a feSeni problému.

= Navrzeni strategii feSeni problému: Matematicka gramotnost ¢asto vyzaduje navrzeni strategii vhodnych pro feSeni
situace matematicky. K tomu je tfeba ovladat soubor kritickych kontrolnich mechanizmu, diky nimz identifikujeme,
formulujeme a feSime problémy a ulohy. Tuto dovednost muzeme charakterizovat jako vybirani nebo navrzeni
planu ¢&i strategie, jez nam umozni fesit matematicky problém, ktery vyvstava z urcitého Ukolu ¢i situace. Jde také
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o kontrolu postupu feSeni. Tato dovednost mize byt nutna v kazdé fazi feSeni ulohy.

= Pouzivani symbolického, formainiho a technického jazyka a operaci: Matematicka gramotnost vyzaduje pouZivani
symbolického, formélniho a technického jazyka a operaci. To obna$i porozuméni, interpretaci, Upravy a vyuziti
symbolickych vyjadfeni, ktera se Fidi matematickymi konvencemi a pravidly, v matematickém kontextu (v€etné
aritmetickych vyrazll a operaci). Patfi sem také pochopeni a pouzivani formalnich konstruktd, jez vychazeji
z definic, pravidel a formalnich systémU(, a pouzivani operaci s témito prvky. Pouzivané symboly, pravidla a
systémy zaviseji na tom, jaky konkrétni matematicky obsah potfebujeme k formulovani, vyfeSeni a interpretaci
matematiky.

= PouZivani matematickych nastroji: Posledni matematickou dovednosti, kterou matematicka gramotnost v praxi
vyzaduje, je pouZivani matematickych nastrojii. K matematickym nastrojim fadime jako fyzické nastroje nejen
meéfidla, ale také kalkulacky €i stale vice dostupné pocitacové nastroje. Tato dovednost se sklada jak ze znalosti a
dovednosti v oblasti pouzivani celé fady nastrojd, s jejichZ pomoci mizeme vykonavat matematické aktivity, ale téz
ze znalosti hranic jejich vyuziti. Matematické nastroje mohou hrat vyznamnou roli pfi sdélovani vysledka.
V pfedchozich letech bylo v projektu PISA mozné nastroje pouzivat jen ve velmi omezené mife. Nepovinna ¢ast
matematického testovani PISA na pocitaci otevira nové moznosti vyuziti matematickych nastrojli zaky, nebot
umozni sledovat, jak Zaci s témito nastroji pracuji v pribéhu testovani.

Tyto dovednosti se ve vySe uvedenych tfech kategoriich matematickych procestd objevuji v rizné mife. Jakym
dovednostech, konkrétné v souvislosti s obtiznosti testové polozky, jsou uvedeny ve shrnuti v ramecku 1.1 ,Zakladni
matematické dovednosti a jejich souvislost s obtiznosti testové polozky“. Dale kazda z uloh v ¢asti ,Ukazkové ulohy
z matematiky“ ilustruje, jak konkrétné jsou v ramci feSeni ulohy jednotlivé dovednosti aktivovany.

Znalosti matematického obsahu

Porozuméni matematickému obsahu — a schopnost tyto znalosti aplikovat pfi feSenim kontextualizovanych problému
a uloh — je vdneSnim svété nesmirné dulezité. Musime umét fesit problémy, interpretovat situace v osobnich,
profesnich, spolec¢enskych i védeckych kontextech a k tomu potfebujeme urcité penzum matematickych znalosti a
porozuméni problematice.

V historii vznikaly matematické struktury postupné pravé jako prostfedek porozuméni pfirodnim a spoleCenskym
jeviim a jejich interpretace. Ve Skolach je obvykle matematicky obsah usporadan do tematickych celkd (napf. Cisla,
algebra, geometrie) a latka je vybirana z historicky zavedenych oborli matematiky. Tento systém samoziejmé
usnadnuje tvorbu strukturovaného kurikula, kdyz ale zaci opusti budovu Skoly, situace a problémy, jimz Celi, obvykle
nedoprovazi soubor pravidel a predpisu, které by jim ukazovaly cestu ke spravnému feseni. Situace mimo $kolu
obvykle vyzaduji kreativitu, originalni myslenku, jez poradi, jak situaci uchopit a formulovat matematicky. Casto se
stava, Ze jednu situaci Ize pojmout rdznymi zplisoby podle toho, jaké volime matematické pojmy, postupy, fakta a
nastroje.

Vzhledem k tomu, Ze cilem projektu PISA je hodnoceni matematické gramotnosti, bylo tfeba uspofadat matematicky
obsah podle matematickych jevu, které jsou v pozadi Sirokych tfid problému a byly impulzem pro rozvoj urcitych
matematickych pojmu a postupl. Napfiklad matematicky jev neurcitost a zména se projevuje v mnoha béznych
situacich a pro jeho analyzu byly vyvinuty matematické strategie a nastroje. Tento pfistup k uspofadani obsahu neni
novinkou, vyuzivaji ho napfiklad autofi znamych publikaci: On the Shoulders of Giants: New Approaches to
Numeracy (Steen, 1990) a Mathematics: The Science of Patterns (Devlin, 1994).

Narodni kurikula jsou obvykle uspofadana tak, Zze Zzakim v jednu chvili poskytuji znalosti a dovednosti souvisejici
s jednim matematickym jevem. Pokud obsah uspofadame v testech timto zplisobem, kopiruje struktura testu narodni
kurikula. Abychom pomohli autorim testovych poloZek, nabizi tento rdmec seznam kurikularnich témat, ktera jsou
vhodna po testovani matematické gramotnosti u patnactiletych zaka. Tento seznam vznikl jako vysledek analyzy
narodnich standard( v jedenacti riznych zemich?.

Chceme-li usporadat oblast matematiky s cilem testovat matematickou gramotnost, musime najit takovou strukturu,
ktera reflektuje historicky vyvoj matematiky, je dostate¢né variabilni i hluboka, aby na ni bylo mozné ukazat zaklady
matematiky, a obsahuje nebo pfijatelné reprezentuje konvenéni matematické prvky.
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Obrazek1.2

Ceska skolni
inspekce

Vztah mezi matematickymi postupy a zakladnimi matematickymi dovednostmi

Formulovani situaci
matematicky

Pouzivani matematickych
pojmul, faktt, postupu a
uvazovani

Interpretovani, aplikace a
hodnoceni
matematickych vysledku

Komunikace

Cteni, porozuméni vyrokdm,
otazkam, ukoldm &i objekttim,
obrazkim a animacim (v pfipadé
testovani na pocitaci) s cilem
vytvofit mentalni model situace.

Zformulovani feSeni, prezentace
postupu vedouciho k feSeni
nebo shrnuti a prezentace
pribéznych matematickych
vysledkd.

Formulace a prezentace
vysvétleni a argumentt v ramci
daného problému.

Matematizace

Ur¢eni matematickych
proménnych a struktur

v problémové situaci z bézného
zivota a vysloveni predpokladd,
které Ize pouzit.

Vyuziti porozuméni kontextu jako
voditka ¢i usnadnéni
matematického fesSitelského
procesu, napf. prace na takové
Urovni presnosti, ktera je dana
kontextem.

Pochopeni platnosti a omezeni
matematického FeSeni, oboje
souvisi se zvolenym
matematickym modelem.

Reprezentace

Matematicka reprezentace
informaci z realného svéta.

Vyuziti forem reprezentace,
propojeni rliznych forem
reprezentace.

Interpretace matematickych
vysledk( rGznym zpusobem

v ramci situace nebo konkrétniho
pouziti; porovnani a zhodnoceni
dvou nebo vice forem
reprezentace v ramci dané
situace.

Uvazovani a

Vysvétleni, obhajoba,

Vysvétleni, obhajoba,

Reflexe matematickych feSeni,

argumentace oduvodnéni objevené nebo odUvodnéni postupl pouzitych tvorba a vysvétleni argumentt,
odvozené reprezentace pfi hledani matematického které obhajuji nebo vyvraceji
problému z realného svéta. vysledku nebo feseni. matematické feSeni problémové
Nalezeni souvislosti mezi situace z reélného svéta.
izolovanymi udaji, pfi hledani
feSeni, zobecriovani nebo
vytvofeni vicekrokové
argumentace.
Navrzeni Vybér nebo navrzeni planu ¢i Aktivizace efektivnich a stalych Navrzeni a implementace
strategii feSeni strategie, které daji matematicky kontrolnich mechanizm( ve strategie, ktera umozni
problému ramec kontextualizovanému v§ech fazich komplexniho interpretovat, zhodnotit a ovéfit
problému. procesu, ktery vede matematické feSeni
k matematickému feseni, zavéru kontextualizované ulohy.
nebo zobecnéni.
Pouzivani Pouzivani vhodnych Porozuméni formalnim Porozuméni vztahu mezi
symbolického, proménnych, symboll, diagram konstruktdm, které vyplyvaiji kontextem problému ¢i Ulohy
formalniho a a standardnich modelG pro z definic, pravidel i formalnich a reprezentaci matematického

technického
jazyka a operaci

reprezentaci situace z realného
svéta symbolickym/formainim
jazykem.

systému a pouzivani algoritm(,
a jejich aplikace.

feSeni. VyuZiti tohoto
porozuméni pfi interpretaci
feSeni v kontextu a pfi
posuzovani proveditelnosti
a omezeni feSeni.

Pouzivani
matematickych
nastroju

Pouzivani matematickych
nastroji pro uréeni matematické
struktury nebo pro zachyceni
matematickych vztahd.

Znalost a schopnost vhodné
pouzivat rtizné nastroje, s jejichz
pomoci Ize implementovat
postupy matematického feSeni.

Pouzivani matematickych
nastroju pro zjisténi
smysluplnosti matematického
feSeni a pro zjiSténi omezeni
takového FeSeni v kontextu
daného problému &i situace.
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Z matematiky se s nastupem analytické geometrie a diferencialniho poc¢tu v 17. stoleti stalo ucelené studium Cisel,
tvard, zmeén a vztah(; v 19. a 20. stoleti je nastrojem FeSeni Uloh analyza jevl jako nahodnost a neurcitost. Soubor
okruhti matematického obsahu byl tedy pro Setfeni PISA 2012 zvolen tak, aby vychazel z Sirokého spektra
matematickych jevili, coZz odpovida okruhtim z pfedchazejicich cykll PISA.

Nasledujici seznam okruhd matematického obsahu byl pro projekt PISA zvolen s ohledem na historicky vyvoj oboru a
dale tak, aby pokryval celou oblast matematiky a vychazel z jev, které stimulovaly vyvoj v matematice. Zaroven chce
reflektovat hlavni témata Skolniho kurikula. Vybrané Ctyfi okruhy charakterizuji z hlediska matematiky kliCovy obsah a
ilustruji Siroké oblasti obsahu, z nichz v Setfeni PISA 2012 vychazeji autofi testovych polozek:

= zména a vztahy,
= prostor a tvar;
= kvantita;

= neurcitost a data®.

Prostfednictvim téchto &ty okruhd Ize oblast matematiky usporadat tak, aby testové polozky pokryvaly rizné casti
oboru a postihovaly dilezité matematické jevy. Zarover okruhy zabrafuji pfili§ jemnému ¢lenéni matematického
obsahu, coz by bylo na pfekazku pfi tvorbé& bohatych a podnétnych matematickych uloh z realného svéta. Rozdéleni
na okruhy je podstatné pro tvorbu testovych poloZek a interpretaci vysledk( testovani, nesmime v§ak zapominat, Zze
néktera témata mohou zasahovat do vice okruht. Napfiklad v Uloze PIZZY Zaci uréuji, ktera ze dvou pizz s rdznym
primérem a stejnou tloustkou je vyhodnéjsi (viz ,Ukazkové uUlohy z matematiky”, kde je tato polozka detailné
popsana a analyzovana). Tato polozka vychazi z nékolika matematickych oblasti, jez zahrnuji méfeni, kvantifikaci
(pomér ceny a zbozi, proporcionalni uvazovani a aritmetické vypocty), zmény a zavislosti (s ohledem na vztahy mezi
proménnymi a na to, jak se podstatné vlastnosti méni s velikosti pizzy). PoloZzka byla zafazena do okruhu zména a
vztahy, protoZe pro jeji vyfeSeni je kliCova schopnost zaku dat do souvislosti obsahy obou pizz (pokud se zméni
primér) a odpovidajici zmény v cené. Je ale zjevné, Ze jina testova Uloha, ve které by se pocital obsah kruhu, by
byla klasifikovana jako prostor a tvar. Tato provazanost obsahovych okruht je dusledkem koherence matematiky jako
védy, proto se i v mnoha testovych polozkach vybranych pro Setfeni PISA 2012 setkdme s nékolika okruhy zaroven.

Siroce koncipované obsahové okruhy a UZeji vymezené obsahové tematické celky vhodné pro patnactileté Zaky
popsané nize maji reflektovat uroven a Sifi obsahu, ktery Ize zafadit do Setfeni PISA 2012. Nejprve jsou popsany
jednotlivé obsahové okruhy a jejich vyznam pro feSeni kontextualizovanych uloh, poté nasleduji konkrétné&jsi definice
druht obsahu, které jsou vhodné pro testovani matematické gramotnosti patnactiletych zaku. V téchto tematickych
celcich se odrazi to, co je ocekavano v rlznych zemich a vzdélavacich systémech. Standardy, jez byly pfi hledani
téchto tematickych celk(i analyzovany, dokladaji nejen to, co se uc¢i v hodinach matematiky, ale také ukazuji, jaké
znalosti a dovednosti jsou v riznych zemich vnimany jako nezbytné pro to, aby z Zaku vyrostli konstruktivni, aktivni a
premyslivi ob&ané.

VySe uvedené Ctyfi kategorie — zména a vztahy, prostor a tvar, kvantita, neurcitost a data — charakterizuje nasledujici
popis znalosti matematického obsahu.

Zména a vztahy

V pfirozeném i umélém svété existuje mezi objekty a podminkami cela fada do¢asnych i trvalych vztah(, pfi¢emz ke
zménam dochazi uvnitf systému spolu souvisejicich objektd, nebo v podminkach, pfi nichz se navzajem ovliviuji
rizné objekty. V mnoha pfipadech se zmény projevuji v priibéhu €asu, jindy souvisi zména v jednom objektu nebo
veli¢iné se zménou v jiném objektu &i veliiné. V nékterych pfipadech se jedna o nespojitou zménu, jindy jde 0 zménu
spojitou. Nékteré vztahy jsou stabilni, neménné. VySSi Urovef gramotnosti v oblasti zmény a vztah( obnasi
schopnost rozpoznat zékladni druhy zmén a pochopit, kdy k nim dochazi, abychom pfi popisovani a pfedpovidani
zmeén uméli pouzivat vhodné matematické modely. Matematicky to znamena nejen modelovat zménu a vztahy
s pomoci odpovidajicich funkci a rovnic, ale také interpretovat a prevadét data ze symbolickych a grafickych
reprezentaci téchto vztaha.

Zména a vztahy je kategorie, se kterou se setkdme v tak v odliSnych kontextech jako jsou rast organizmu, hudba,
ro¢ni obdobi, po€asi, zaméstnanost, ekonomicka situace. Zménu zaznamenavame, modelujeme a interpretujeme
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s pomoci tradiénich matematickych obsahu ,funkce” a ,algebra“, pomoci algebraickych vyrazu, rovnic a nerovnic,
tabulek, grafickych znazornéni. Naptiklad testova uloha CHUZE (viz ,Ukéazkové Ulohy z matematiky”) obsahuje dvé
otazky, které spadaji do kategorie zména a vztahy, protoze se tykaji algebraické zavislosti dvou proménnych a
vyZzaduiji, aby Zaci vyuzili své znalosti a dovednosti z oblasti algebry. Zaci musi pouzit dany vzorec pro vypo&et délky
kroku — vzorec vyjadfeny ve tvaru algebraického vyrazu —, aby urcili délku kroku v jedné otdzce a rychlost chize
ve druhé. Zména a vztahy se Casto zachycuji a interpretuji pomoci statistiky. Chceme-li definovat a interpretovat
zménu a vztah, je také tfeba dobra znalost oblasti Cisel a jednotek. Zajimavé vztahy maji plvod také v geometrickych
méfenich, napf. mozna zavislost zmény obsahu na zméné priméru nebo vztahy mezi délkami stran trojuhelniku.
Uvolnéna uloha PIZZY (viz ,Ukazkové ulohy z matematiky“) je dalSim pfikladem kategorie zména a vztahy.

Nepovinné testovani matematiky na pocitacich v Setfeni PISA 2012 umozriuje, aby byly zakim predkladany
dynamické obrazky a mnohonasobné, dynamicky propojené reprezentace. Dava vSak také pfilezitost manipulovat
s funkcemi. Napfiklad zménu v Case (tfeba rast nebo pohyb) Ize zachytit pfimo prostfednictvim animaci a simulaci,
znazornime ji pomoci navzajem propojenych predpisu funkci, grafd a tabulek. Hledani a pouzivani matematickych
modell zmény Ize obohatit, pokud Ize zménu zkoumat a popisovat pomoci softwaru, ktery zakresluje grafy funkci,
nabizi zmény parametr(, vytvari tabulky hodnot, umozriuje experimentovani s geometrickymi tvary, usporadava a
zakresluje data a dosazuje do vzorcli. Obzvlasté vyznamné pro praci se vzorci a pro zakreslovani dat jsou moznosti
tabulkovych a grafickych editor(.

Prostor a tvar

Okruh prostor a tvar zahrnuje celou fadu jevu, se kterymi se setkdvame kazdy den. Patfi sem vzory, vlastnosti
objektl, umistnéni a orientace, reprezentace objektll, kédovani a dekddovani vizualnich informaci, pohyb a
dynamicka interakce s realnymi Utvary i jejich reprezentacemi. Zaklad kategorie prostor a tvar tvofi geometrie, ale
kategorie prekracuje hranice tradi¢nich geometrickych obsahu, vyznamu i metod a vyuziva prvky z dalSich oblasti
matematiky, jako jsou prostorova predstavivost, méfeni a algebra. Napfiklad obrazce se mohou ménit a bod se muze
pohybovat po mnoziné bodt danych vlastnosti a to jiz vyzaduje pojmy z oblasti funkci. Ustfedni roli v této kategorii
hraji nejen vzorce pro vypocet obsahu, obvodu, povrchu a objemu, ale do tohoto obsahového okruhu patfi take
manipulace s Utvary a jejich interpretace v prostiedi, kterd pozaduji vyuziti matematickych nastroji softwaru
dynamické geometrie Ci napfiklad systém uréeni pfesné polohy (GPS).

Koncepcni ramec PISA vychazi z prfedpokladu, ze matematicka gramotnost v oblasti prostoru a tvaru vyzaduje
porozuméni zakladnim pojmim a zvladnuti zakladnich dovednosti. Matematicka gramotnost v této kategorii zahrnuje
¢innosti jako porozumeéni perspektivé (napfiklad na obrazech), zakreslovani map a orientace na nich, geometrické
transformace s pouzitim technologie i bez ni, interpretace reprezentaci trojrozmérnych objektd z rGznych uhld
pohledu a konstrukce geometrickych Gtvar(i. Zvefejné&na Gloha TESAR (viz ,Ukazkové Glohy z matematiky*) spada do
tohoto okruhu, protoZe se zabyva dals$i kli€ovou vlastnosti prostoru a tvaru — vlastnostmi utvard. Tato komplexni
poloZka s moznosti vybéru odpovédi predklada zakam &tyfi mozné navrhy zahonu. Ukolem 2aku je urdit, ktery z nich
Ize ohranigit 32 metry prken. Re$eni vyZaduje vyuZiti geometrickych poznatkl a uvaZovani, nebot Zaci sice maiji
k dispozici dostatek udaju, aby mohli spocitat pfesny obvod tfi zahond; ale udaje o ¢tvrtém zahonu jsou nepfesné a
zaci musi pouzit schopnost geometrické dedukce.

Nepovinné testovani na pocitaci zakim umozriuje manipulovat s dynamickymi reprezentacemi utvar(l a zkoumat
vztahy mezi rlznymi geometrickymi objekty i vztahy uvnitf téchto objektl v trojrozmérném prostoru, nebot jimi Ize
otadet a vytvofit si tak v mysli jasnou predstavu. Zaci mohou pracovat s mapami, které Ize zvétSovat a otadet, pfitom
si udélaji jasnou predstavu o urcitém misté, a tak pouziji tyto nastroje k planovani trasy. Mohou si vybrat a pouzit
virtualni nastroje pro méfeni (napf. velikosti Uhlt a délek usecek) na nakresech, obrazcich a modelech a tato data
pak pouzit k vypoctim. Technologie zakim umoznuji propojit znalosti z geometrie s vizualnimi informacemi a vytvofrit
si tak jasnéj$i predstavu o problému. Naptiklad chceme-li zjistit objem hrnku, miZzeme s nim otacet, abychom si
ovéfili, ze jde o komoly kuzel, abychom ur€ili vySku a nasli, kde ji Ize zméfit, a abychom dosli k zavéru, ze utvary
nahofe a dole, jez v roviné vypadaiji jako elipsy, jsou v trojrozmérném prostoru kruhy.

Kvantita

Pojem kvantita je nejrozSifenéjSi a nejzakladnéjSi stavebni kamen matematiky. Patfi sem kvantifikace vlastnosti
objektd, vztahd, situaci a entit ve svété, porozuméni rdznym reprezentacim téchto kvantifikaci a posuzovani
interpretaci a argumentl zaloZzenych na kvantité. Pokud se snazime kvantifikovat svét, musime rozumét méreni,
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poctim, velikostem, jednotkdm, ukazateldm, relativni velikosti, Ciselnym trendim a pravidelnostem. Aspekty
kvantitativniho uvazovani jako smysl pro &isla, rGzné formy reprezentace Cisel, ,elegance” ve vypoctech, pocitani
zpaméti, odhad a posouzeni, zda ma vysledek smysl, tvofi v této kategorii zaklad matematické gramotnosti.

Kvantifikace je primarni metodou pro popis a méfeni velkych soubor( vlastnosti svéta. Umozriuje nam modelovat
situace, zkoumat zmény a vztahy, popisovat prostor i tvary a manipulovat s nimi, organizovat a interpretovat data i
méfit a vyhodnocovat neurcitost. Z toho plyne, Ze matematickd gramotnost v této kategorii vyzaduje znalosti Cisel a
operaci s nimi vcelé fadé rdznych kontextl. Zvefejn&na Gloha ROCKOVY KONCERT (viz ,Ukézkové ulohy
z matematiky*) je pFikladem polozky z okruhu kvantita. Zaci maji odhadnout celkovy podet lidi, ktefi pii§li na koncert,
kdyz jsou dany rozméry obdélnikového pozemku, na némz se kona koncert. Polozka sice obsahuje prvky z kategorie
prostor a tvar, ale zasadni pfi jejim FeSeni je rozumné stanovit, kolik prostoru potfebuje jedna osoba, a poté se
znalosti celkové plochy pozemku vypocitat pfiblizny pocet Ucastniki koncertu. Vzhledem k tomu, Ze v této polozce
28k vybira z nékolika odpovédi, mize postupovat i opaéné, kdyz z celkové rozlohy pozemku a nabizenych moznosti
vypocita prostor na osobu pro kazdou z moznych odpovédi. Z vysledkt pak vybere ten, ktery se jevi jako nejvice
smysluplny. ProtoZze se odpovédi pohybuji v fadu tisicd (napf. 2000, 5000), zak také vyuzije schopnost Eiselnych
odhadu.

Nepovinné testovani na pocitaci dava zakim pfilezitost, aby maximalné vyuzili vypocetni potencial novych
technologii. Je tfeba si uvédomit, Ze vypocetni technika zakim usnadriuje provadéni naro¢nych pocetnich operaci a
tim jim dava prostor vyuzit kognitivni potencial pfi hledani vyznamu a strategii feSeni tlohy. To ale neznamena, Ze by
matematicky gramotny jedinec nemusel rozumét matematice. Pokud matematice nerozumi, mlze technologie
vyuzivat jen pro feSeni rutinnich Uloh, coz neodpovida definici matematické gramotnosti tak, jak je uvedena v Setfeni
PISA 2012. Vyuziti technologii v nepovinném testovani umozfiuje zafadit polozky, u nichz jsou numerické a
statistické vypocty tak naro€né, Zze by se nemohly objevit v klasickém testu.

Neurcitost a data

Neurcitost neodmyslitelné patfi k védé, technologiim i kazdodennimu zivotu, proto je také jadrem matematicke
analyzy mnoha problémovych situaci. Pravé kvuli tomuto jevu vznikly teorie pravdépodobnosti a statistiky i zplsoby
reprezentace a popisu dat. Obsahovy okruh neurcitost a data zahrnuje uvédomeéni si role variace, smysl pro
kvantifikaci této variace, pfiznani neurcitosti nebo chyby v méfeni a uvédoméni si nahodilosti. Zahrnuje také
formulovani, interpretovani a hodnoceni zavér(, které vychazeji ze situaci zalozenych na neurcitosti. Kli€ovymi pojmy
v této kategorii jsou znazornéni a interpretace dat (Moore, 1997).

Ve védeckych predpovédich, volebnich vyzkumech, pfedpovédich poCasi a ekonomickych modelech je vzdy jista
mira neurcitosti a nejednoznacnosti. S variaci se mizeme setkat ve vyrobnich procesech, vysledcich testu ¢i
Setfenich. Nahoda hraje zasadni roli v mnoha volno€asovych aktivitach. Tradi¢ni tematické celky pravdépodobnost a
statistika zaktm poskytuji formalni prostfedky vhodné pro popis, modelovani a interpretaci urcité tfidy jev neurcitosti
a pro vyslovovani zavért. Praci s ulohami v tomto obsahovém okruhu usnadriuje znalost ¢isel a nékterych aspektl
algebry jako napf. grafi a symbolické reprezentace. Zvefejnéna uloha ODPADKY (viz ,Ukazkové ulohy
z matematiky* na konci kapitoly) je zafazena do obsahového okruhu neursitost a data. Zaci v jejim ramci musi
zkoumat data predlozena ve formé tabulky a vysvétluji, pro¢ sloupcovy diagram neni vhodny pro prezentaci téchto
dat. Pravé interpretace a prezentace dat jsou duleZitou strankou okruhu neurcitost a data.

Nepovinné testovani na pocitaci zakim umozZfiuje pracovat s vétSimi soubory dat a nabizi jim vypocetni potencial,
aby préci s takto velkymi soubory zvladli. Zaci si mohou vybrat nastroje, které jsou vhodné pro manipulaci s t&mito
daty, pro jejich analyzu a prezentaci, a které umoznuji vybrat z dat vhodné vzorky. Navzajem propojené reprezentace
zakim umoznuji tato data zkoumat a popisovat riznymi zpusoby. MozZnost generovat nahodné vysledky véetné
Ciselnych umoznuje zkoumat pravdépodobnostni situace s pomoci simulaci, napfiklad empirické pravdépodobnosti
nebo vlastnosti vzorku.

Témata pro testovani matematické gramotnosti u patnactiletych Zaka

Abychom dobfe rozuméli kontextualizovanym uloham, které se tykaji okruhli zména a vztahy, prostor a tvar, kvantita,
neurcitost a data, a abychom je mohli fesit, musime ovladat celou fadu matematickych pojmu, postupu, faktl a
nastroju, to vSe na dostate¢né urovni. Projekt PISA, jehoz cilem je méfit matematickou gramotnost, se snazi stanovit
uroven a ¢asti matematiky, které by méli patnactileti Zaci ovladat, pokud se maji stat konstruktivnimi, angazovanymi a
pfemyslivymi ob&any, konajici rozhodnuti az po zvazeni situace. Protoze projekt PISA neni konstruovan na zakladé
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matematického kurikula, snazi se reflektovat matematiku, kterou se zaci pravdépodobné& mohli naucit pfed patnactym
rokem Zzivota.

Snahou autor( projektu je, aby jednak sméfoval do budoucnosti, ale zaroveri odrazel to, s ¢im se uz patnactileti Zaci
mohli setkat. Autofi analyzovali matematické standardy v jedenacti zemich a na zakladé této analyzy se pokusili
stanovit, jakou matematiku se Zaci na celém svété uci a jakou matematiku povazuji v jednotlivych zemich za
realistickou a dlleZitou pro pFipravu zakl na prahu vstupu na trh prace nebo k pfijeti na stfedni Skolu. Na zakladé
spole¢nych rysu téchto analyz a na zakladé doporu€eni odborniki byl pro méfeni matematické gramotnosti
patnactiletych zakd v ramci projektu PISA stanoven niZe popsany obsah.

Zakladem pro stanoveni obsahu projektu PISA se staly Ctyfi obsahové okruhy zména a vztahy, prostor a tvar,
kvantita, neurcitost a data. Tematické celky ale nelze pfifadit vyluéné k jednomu z okruhd. Napfiklad umérnost hraje
roli v tak rozli€nych kontextech, jako jsou pfevody jednotek, analyza linearnich zavislosti, vypocet pravdépodobnosti,
zkoumani délky stran podobnych utvarl. Nasledujici tematické celky ukazuji, Ze mnohé pojmy nalezi do vSech C&tyF
okruht, coz je dokladem koherence matematiky jako oboru. Jedna se o ilustraci tematickych celki obsazenych
v Setfeni PISA 2012, nejde tedy o vyCerpavajici seznam:

= Funkce: Pojem funkce s dlirazem na linearni funkce (nikoli vyluéné), jejich vlastnosti a moznosti jejich popisu a
reprezentace. Obvykle se funkce predkladaji verbalné, symbolicky, pomoci tabulek nebo graficky.

= Algebraické vyrazy: Slovni interpretace algebraickych vyrazl a jejich Upravy véetné numerickych, symbolickych a
aritmetickych operaci, umocnovani a odmocriovani.

= Rovnice a nerovnice: Linearni a pfibuzné rovnice a nerovnice, jednoduché kvadratické rovnice, analytické a
neanalytické metody feseni.

= Soustavy souradnic: Znazornéni a popis dat, pozice a vztah(.

= Vztahy uvniti geometrickych utvart a téles a vztahy mezi nimi: Statické zavislosti jako algebraické vztahy mezi
prvky Utvard (napf. Pythagorova véta jako vyjadfeni vztahd mezi délkami stran v pravouhlém trojuhelniku),
vzajemna poloha, podobnost a shodnost i dynamické vztahy v€etné transformaci a posunuti ¢i shodnost dvou a
trojrozmérnych objektl.

= Méreni: Kvantifikace vlastnosti utvart a téles i mezi nimi, napfiklad velikost Uhlu, vzdalenost, délka, obvod,
povrch, obsah a objem.

- Cisla a jednotky: Pojem a znazornéni &isel, Siselnych oboril v&etné vlastnosti celych a racionalnich &isel,
podstatnych vlastnosti iracionalnich c¢isel, veliCiny a jednotky popisujici Cas, penize, hmotnost, teplotu,
vzdalenost, obsah a objem, odvozené veli€iny a jejich €iselny popis.

= Aritmetické operace: Charakter a vlastnosti t€chto operaci a souvisejici konvence zapisu.

= Procenta, pomér a imérnost: Ciselny popis relativni velikosti a vyuZivani iméry pfi FeSeni tloh.

= Principy kombinatorického pocitani: Jednoduché kombinace a permutace.

= Odhad: Ugelové zaokrouhlovani veligin a &iselnych vyraz(i, véetné zaokrouhlovani s pozadovanou presnosti.

= Sbér dat, jejich prezentace a interpretace: Povaha, plvod a sbér rliznych druhU dat a rtzné zpusoby jejich
prezentace a interpretace.

= Variabilita dat a jeji popis: Pojmy jako variabilita, rozlozeni a centralni tendence datovych souboru a zpusoby, jak
je popsat a interpretovat z kvantitativniho hlediska.

= Vzorky a jejich vybér. Pojmy vybér vzorku a vzorkovani populace (zakladniho souboru) v&etné vyslovovani
jednoduchych zavérl na zakladé vlastnosti vzorku.

= Pravdépodobnost. Pojem nahodnych jevd, nahodnych variaci a jejich znazornéni, nahodilost a frekvence
udalosti, zakladni aspekty pojmu pravdépodobnost.
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Kontexty

Podstatnou ¢asti matematické gramotnosti je, Ze musime umét feSit ulohy v kontextu realného svéta, z néhoz
vychazeji. Volba vhodnych matematickych strategii a reprezentaci je €asto zavisla pravé na tomto kontextu. Obecné
se uvadi, ze schopnost pracovat v kontextu klade na FeSitele dal3i naroky (viz Watson a Callingham, 2003, vénovali
se statistice). Projekt PISA se snazi vychazet z Siroké $kaly riznych kontextll, coZ umozfiuje propojit Ulohy
s nejraznéjSimi zajmy jedince a se situacemi, v nichZ se Zaci ve 21. stoleti nachazeji.

Pro uc€ely koncepéniho ramce PISA 2012 jsou definovany ¢tyfi okruhy kontextt, z nichz vychazime pfi klasifikaci uloh
navrzenych pro projekt PISA:

= Osobni: Ulohy, které spadaji do okruhu osobnich kontextl, se zamé&fuji na situace souvisejici s jedincem, jeho
rodinou a znamymi. MiZe sem patfit mimo jiné vareni, nakupovani, hry, zdravi, osobni doprava, sporty,
cestovani, planovani a osobni finance. Zvefejnéna uloha PIZZY (viz ,Ukazkové ulohy z matematiky®) patfi do
osobniho kontextu, protoZe je polozena otazka, ktera pizza predstavuje pro kupujiciho vyhodnéjSi koupi.
Obdobné spadaiji do okruhu osobniho kontextu dvé otazky z ulohy CHUZE (viz ,Ukézkové Ulohy z matematiky®).
V jedné z nich je matematicky vzorec pouzit pro vypocet délky kroku jedince, druha vyzaduje pouziti stejného
vzorce pro uréeni jeho tempa.

Profesni: Ulohy, které se fadi do okruhu profesniho kontextu, vychazeji ze svéta prace. Otazky mohou zahrnovat
méfeni, kalkulaci nakladi a objednavani materialu na stavbu, mzdy/Ucetnictvi, kontrolu kvality,
planovani/inventarizaci, design/architekturu a rozhodovani v souvislosti se zaméstnanim. Profesni kontext se
muze tykat jakéhokoli typu prace, od nekvalifikované prace po nejvyssi urovné odborné prace. Podstatné vsak je,
aby ulohy projektu PISA byly pfiméfené patnactiletym zak(m. Uvolnéna tloha TESAR (viz ,Ukazkové ulohy
z matematiky“) patfi do okruhu profesniho kontextu, protoZze se zabyva pracovnim ukolem tesafe, ktery ma
vyrobit dfevéné ohranigeni zahonu. Uloha, kterd by vyZadovala podobnou matematickou analyzu jako uloha
PIZzY, ale byla by podana z pohledu prodavajiciho misto kupujiciho, by také patfila do tohoto okruhu.

Spoledensky: Ulohy, které spadaji do okruhu spoledenskych kontext(l, se zamé&fuji na komunitu a spole&nost (at
uz mistni, narodni ¢i nadnarodni). Mohou se tykat volebnich systémda, vefejné dopravy, vlady, vefejné politiky,
demografie, reklamy, narodnich statistik, ekonomickych ukazatelll a hospodarstvi. Pfestoze ve vSech téchto
situacich jsou aktéry jedinci, v tomto okruhu kontextl se na ulohy divame z perspektivy komunity ¢i spolecnosti.
Uloha ROCKOVY KONCERT (viz ,Ukazkové Ulohy z matematiky”) je ptikladem poloZky, ktera spada do tohoto

okruhu, i kdyz obsahuje zkuSenosti jedince s davem, ale t€ziSté zajmu je na Urovni organizace koncertu, nikoli
jedincovy zkuSenosti.

Védecky: Ulohy zafazené do okruhu védeckych kontexti se zamé&Fuji na aplikaci matematiky v pFirodé, ve svété
védy a technologii. Otazky mohou spadat mimo jiné do oblasti poc¢asi a klimatu, ekologie, mediciny, vesmirného
vyzkumu, genetiky, méfeni a svéta matematiky jako takové. Uvolnéna uloha ODPADKY (viz ,Ukazkové ulohy
z matematiky“) je pfikladem ulohy, ktera patfi k védeckému kontextu, protoZe vychazi z otazek tykajicich se
Zivotniho prostfedi, konkrétné dat o polo€ase rozkladu. Do védeckého kontextu spadaji i matematické polozky,
jejichz v8echny prvky nalezi pfimo do svéta matematiky.

Testové ulohy PISA obsahuji tvodni text, ktery je spoleCny pro vSechny otazky dané ulohy, nebot obvykle vSechny
otazky v jedné testové Uloze spadaji do stejného okruhu kontextu. Existuji vSak vyjimky; napfiklad jeden uvodni text
muze byt v rdznych otazkach zkouman z osobniho i spoleCenského hlediska. Pokud jsou v urcité otazce Cisté
matematické konstrukty, které neodkazuji na kontext celé Ulohy, fadime tuto otazku do okruhu kontextu ulohy. Ve
zcela vyjime&ném pfipadé, kdy cela testova uloha obsahuje pouze matematické konstrukty bez jakéhokoli odkazu na
kontext vné matematiky, ji Fadime do okruhu védeckych kontext(.

Takto definované okruhy kontextu tvofi kvalitni zaklad pro vybér dostate¢né riznorodych polozek, které zajistuji, ze
v testovani bude zkoumana matematika v celé fadé riznych pouziti, od béZnych kazdodennich osobnich situaci po
globalni védecké problémy. Je nesmirné dllezité, aby se v kazdém okruhu kontextl nachazely rizné obtizné ulohy.
Okruhy kontextu byly definovany z toho divodu, aby testovani zkoumalo co nejsirSi spektrum situaci, které odrazeji
rizné stranky matematické gramotnosti, proto musi byt Ulohy vybirany tak, aby bylo mozné jejich prostfednictvim
méfit matematickou gramotnost. Je tfeba predejit situaci, kdy by obtiznost otazek z jednoho okruhu kontextu byla
vyrazné vy$si nebo niz8i nez obtiznost otazek z jiného okruhu.
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Pfi hledani relevantnich kontextll nesmime zapominat, Zze cilem testovani je méfit znalosti matematického obsahu,
postupy a dovednosti, které zaci ziskali pfed patnactym rokem zivota, je tedy tfeba vybirat se zfetelem na zajmy a
zkuSenosti cilové skupiny a také s ohledem na pozadavky, které na zaky budou kladeny, az budou jako tvuréi,
angazovani a kriticti obané vstupovat do spole¢nosti. Toto hledisko je u testovych uloh v ramci projektu PISA
konzultovano s narodnimi projektovymi manazery ze zu€astnénych zemi.

HODNOCENI MATEMATICKE GRAMOTNOSTI

V této Casti popisujeme pfistup, jehoz cilem je prevést koncepéni ramec Setfeni PISA 2012 uvedeny v pfedchozich
oddilech do praxe. Pfredkladame strukturu matematické ¢asti projektu PISA, zplsob popisu dosazené matematické
urovné, postoje, které se maji zkoumat a které maji souvislost s matematickou gramotnosti, a organizaci
nepovinného testovani matematiky na pocitaci.

Usporadani matematické casti Setreni PISA 2012

V souladu s definici matematické gramotnosti vychazeji testové ulohy, jez tvofi soucast kazdého nastroje projektu
PISA, at uz klasického nebo na pogitadi, z uréitého kontextu. Ulohy vyZaduji aplikaci ddleZitych matematickych
pojm{, znalosti, dovednosti a porozuméni (znalost matematického obsahu), které Ize oéekavat u patnactiletych zakud
(viz vy$e). Koncepéni ramec slouzi jako navod k usporadani testu ¢i privodce obsahem testovani. Je nezbytné, aby
klasicky test i test na pocita¢i obsahoval vhodny pomér polozek, ktery reflektuje rlizna hlediska koncepce
matematické gramotnosti.

Zadouci rozloZeni dosazenych bodii z hlediska matematickych postupu

Testové polozky v matematické Casti Setfeni PISA 2012 mohou byt pfifazeny do jedné ze tfi kategorii matematickych
postupl. Snahou je sestavit test tak, aby byl pomér mezi testovymi polozkami, které vychazeji z postupu, pfi nichz
davame redlny svét do souvislosti se svétem matematiky, a mezi polozkami s postupy, pfi nichZz Zaci fesi
matematicky formulovany problém, vyvazeny.

Tabulka 1.1
Priblizné rozlozeni bod(i v matematice podle kategorie postupu
Kategorie postupu Podil bodu v procentech
Formulovani situace matematicky pfiblizné 25
Pouzivani matematickych pojmu, fakt(, postupl a odtvodriovani priblizné 50
Interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledk pfiblizné 25
CELKEM 100

Je dulezité, aby mély jednotlivé polozky z kazdé kategorie rdznou obtiZnost.

Zédouci rozloZeni dosazenych bodu podle obsahového okruhu

Matematické polozky PISA jsou voleny tak, aby reflektovaly vySe popsané znalosti matematického obsahu. Testové
polozky v matematické casti Setfeni PISA 2012 Ize pfifadit k jednomu ze &tyf obsahovych okruhu. Kli¢ je uveden
v tabulce 1.2. Snahou je sestavit test tak, aby rozlozeni testovych polozek z hlediska obsahu bylo pokud mozno
vyvazené, protoze vSechny obsahové okruhy jsou pro angazované, konstruktivni a kritické ob&anstvi stejné dulezité.

Tabulka 1.2

Priblizné rozlozeni bod(i v matematice podle obsahového okruhu

Obsahovy okruh Podil bodu v procentech
Zména a vztahy priblizné 25
Prostor a tvar pfiblizné 25
Kvantita pfiblizné 25
Neurcitost a data priblizné 25
CELKEM 100

Je dllezité, aby mély jednotlivé polozky z kazdého obsahového okruhu rliznou obtiznost.
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Zadouci rozloZeni dosazenych bodui podle kontextu

Testové polozky v matematické ¢asti Setfeni PISA 2012 jsou pfifazeny do jednoho ze ¢tyf okruhl kontextu. Polozky
vybrané pro Setfeni PISA 2012 pokryvaji vSechny tyto okruhy. Jejich rozloZeni je popsano v tabulce 1.3 a ma zajistit,
aby nepfevazoval ani jeden z kontextl. Polozky pokryvaiji Siroké rozpéti zajmovych oblasti i situaci, s nimiz se Zaci
mohou v zivoté setkat.

Tabulka 1.3
Priblizné rozlozeni bod(i v matematice podle kontextu
Kontext Podil bodii v procentech
Osobni pfiblizné 25
Profesni priblizné 25
Spolecensky priblizné 25
Védecky pfiblizné 25
CELKEM 100

Je dulezité, aby mély jednotlivé polozky z kazdého kontextu riznou obtiZnost.

RozlozZeni obtiznosti polozek

Setfeni PISA 2012 v matematice obsahuje poloZky rizné obtiZnosti, které maji kopirovat rozpéti schopnosti
patnactiletych zaku. V projektu se nachazi jak polozky, jejichz FeSeni je naro¢né i pro nadprdmérné zaky, tak polozky
pro vyrazné podprimérné Zzaky. Z psychometrického hlediska je Setfeni, které je vytvofené pro ucely méfeni
konkrétni kohorty respondentt, nejefektivnéjs§i a nejucinnéjSi, pokud obtiznost testovych poloZzek odpovida
schopnostem méfenych subjektd. Navic Uroviiova Skala navrzena pro hodnoceni vysledk( projektu PISA muize
podavat uzite¢né informace o vSech zacich pouze tehdy, pokud deskriptory jednotlivych urovni popisuji vSechny
zkoumané dovednosti. Jednotlivé Urovné jsou pak navrzeny tak, aby odpovidaly narlGstu v aktivaci zakladnich
matematickych dovednosti, coz detailné popisujeme ve shrnuti v ramecku 1.1 ,Zakladni matematické dovednosti a
jejich vztah k obtiznosti polozky“. Pfedchozi cykly PISA ukazaly, ze pravé tyto dovednosti jsou indikatory kognitivni
obtiznosti, takZe jsou urdujici pro celkovou obtiznost testové polozky (Turner, 2012; Turner a kol., v tisku). Skala
pouzivana v Setfeni PISA 2012 je vysledkem testovani v pilotazi a je zalozena na popisu dovednosti, které je tfeba
pFi feSeni aktivovat. Skala udava empirickou jednotku kognitivni naroénosti kazdé polozky.

Struktura testového ndstroje

Klasicky ,papirovy“ testovy nastroj Setfeni PISA 2012 obsahuje celkem 270 minut matematického materialu. Material
je usporadan do deviti blokl, z nichz kazdy pfedstavuje 30 minut testovaciho ¢asu. Tfi z téchto bloku (celkem 90
minut testovaciho ¢asu) pochazeji z pfedchozich Setfeni PISA, ¢&tyfi ,standardni* bloky (tedy 120 minut testovaciho
Casu) obsahuji novy, rizné obtizny material a dva ,snadné” bloky (tedy 60 minut testovaciho ¢asu) obsahuji materialy
niz8i obtiznosti.

Kazda zemé zadava z téchto deviti blokli sedm z nich: tfi z pfedchoziho testovani, dva ,standardni“ a dva ,snadné*
bloky, nebo Ctyfi ,standardni” bloky. Vybér mezi ,snadnymi“ a ,standardnimi bloky polozek dava jednotlivym zemim
moznost, aby si testovani pfizplsobily svym potfebam; poloZky jsou ale hodnoceny tak, aby celkové skoére zemé
nebylo ovlivnéno volbou ,lehkych” ¢&i ,standardnich” bloku. Pfipravuje se nékolik verzi testovych sesitd, v nichz se
bloky stfidaji, pficemz kazdy testovy seSit obsahuje Ctyfi bloky polozek z matematiky, ¢teni a pfirodnich véd. Kazdy
Zak vypliuje v €asovém limitu 120 minut jeden sesit.

Nepovinné testovani na pocitaci (CBAM) obsahuje celkem 80 minut matematického materialu usporadaného do ¢ty
blok{i polozek po 20 minutach testovaciho ¢asu. Material je utfidén spolecné s dalSim materialem do nékolika verzi
testu, pficemz kazdy test obsahuje dva bloky polozek. Kazdy zak vyplnuje jeden test v ¢asovém limitu 40 minut.

Design matematickych poloZek Setfeni PISA 2012

V klasické ,papirové” cCasti Setfeni PISA 2012 se pouzivaji tfi formaty testovych polozek: oteviené s tvorbou
odpovédi, uzaviené s tvorbou odpovédi a s vybérem odpovédi. Oteviené polozky s tvorbou odpovédi vyzaduji delSi
pisemnou odpoveéd a mohou také pozadovat, aby zak ukazal kroky vedouci k feSeni, nebo vysvétlil, jak dosel k urcité
odpovédi. Pfi vyhodnocovani téchto poloZzek je nezbytna prace vyskolenych odbornikl, ktefi manualné koduji
odpovédi.
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Uzavfené polozky s tvorbou odpovédi nabizeji pro zaznam FeSeni ulohy strukturovanéjSi ramec a u odpovédi Ize
snadno urdit, zda je spravna, nebo nespravna. Zakovské odpovédi na tento typ polozek mizZe obvykle vyhodnocovat
pocita¢ a mohou byt kédovany automaticky, v nékterych pfipadech je vSak nezbytné kédovani Skolenymi odborniky.
Nejbéznéjsi formou uzaviené odpovédi je Cislo. U polozek s vybérem odpovédi zak vybira z nékolika moznosti jednu
nebo vice spravnych odpovédi, které Ize vyhodnocovat automaticky. Testové nastroje jsou navrhovany tak, aby

v nich byly rovhomérné zastoupeny vSechny tfi formaty polozek.

Nepovinné testovani na pocita¢i nabizi dalSi formaty polozek, protoZe pocitatové prostfedi nejen umoznuje Sirsi
$kalu zplGsobl odpovédi, ale zaroveri zjednoduSuje hodnoceni nékterych stranek matematické gramotnosti, jako
napfiklad manipulaci a otaceni s trojrozmérnymi télesy, coz v klasické ,papirové“ formé testu hodnotit nelze.
Testovani na pocitaci muze obohatit i prezentacni stranku polozky, do niz Ize zahrnout pohyb i rotaci trojrozmérného
télesa. Pocitac také umoziiuje flexibilngjsi pFistup k relevantnim informacim i datim a nabizi SirSi $kalu zplsobu
odpovédi, napfiklad moznost ptetahovat objekty mysi, vyuzit aktivni body na obrazku. Zaci mohou &ast&ji pouzit
neverbalni odpovédi, diky cemuz ziskavame ucelengjSi obraz matematické gramotnosti, ktery je méné zavisly na
jazykovych schopnostech zaka. Pocita¢ také nabizi interaktivitu, navic umoznuje automatické koédovani odpovédi
namisto manualniho, a to i v pfipadé prvkl v Zakovskych nacrtech, jejichz koédovani bylo doposud realizovatelné
dosti slozité (Stacey a Wiliam, v tisku).

Matematickou Cast projektu PISA tvofi dlohy, které obvykle obsahuji slovni Gvodni material doplnény v tabulkach,
diagramech a grafech dal$imi udaji. Kazda uloha obsahuje nékolik otazek. Takovyto format, kdy Zaci fesi sérii
souvisejicich otazek, jim dava pfilezitost hloubéji se ponofit do kontextu nebo problémové situace, ale model méreni,
ktery se pouziva pro analyzu projektu PISA, predpoklada nezavislost jednotlivych testovych otazek. Proto ve vSech
ulohach, kde je vice nez jedna otazka, se autofi snazi o maximalni nezavislost jednotlivych otédzek. Uspofadani
otazek do uloh ma v projektu PISA slouzit k tomu, aby uUlohy vychazely z nejredlnéjSich kontextl, odrazely
komplexnost realnych situaci a zaroven aby byl optimalné vyuzivan testovaci ¢as. Je také tfeba vénovat pozornost
tomu, aby byl okruh kontexti dostatec¢né Siroky, nebot tak lze predchazet zkresleni vysledkl v disledku malé
rliznorodosti kontextu a velké provazanosti testovych otdzek. Pfi tvorbé testovych nastroju se pravé témto dvéma
hlediskim vénuje maximalni pozornost.

Obtiznost otazek vybiranych pro testy v projektu PISA je velmi rliznoroda, coz ma zajistit, aby otazky odrazely
odliSné schopnosti testovanych zakud. Pozornost je vénovana i tomu, aby byly do testl zafazovany otazky ze vSech
hlavnich kategorii a okruhll (obsah, postupy a kontext), pfi¢emz je vzdy dbano na rozdilnost jejich obtiZnosti.
Obtiznost otazek je jednim z mnoha parametr(i testovanym jesté pfed zaclenénim otazky do projektu PISA. Do
hlavniho Setfeni PISA jsou pak zafazovany takové polozky, které vyhovuji ramcovym okruhim i kategoriim a jsou
méfitelné.

Pfi tvorbé a vybéru otazek je navic peclivé zvazovana jejich obtiznost z hlediska ¢tenarské gramotnosti. Cilem je
formulovat zadani co nejpfiméji a nejsrozumitelngji. Pozornost je vénovana také moznym kulturnim pfedsudkdm a
pfekazkam, z tohoto divodu jsou vSechny vybrané polozky konzultovany s narodnimi tymy a poté jsou otazky velmi
peclivé prekladany do narodnich jazyk(. Pozornost vénovana vybéru otazek pro Setfeni PISA 2012 je o to vétsi, ze
toto Setfeni poprvé zahrnuje nepovinné testovani na pocitaci, coz maze byt dal§i komplikaci pro zaky, ktefi nejsou
zvykli pocita¢ pouzivat v béznych hodinach matematiky.

Matematické nastroje

Testy projektu PISA Zakam dovoluji, aby pfi vyplfiovani ,papirového” testu pouzivali kalkulacky. Toto rozhodnuti je
hodnoceni moznych zakovskych vykonu. Tato forma testovani umozriuje provést dobré srovnani vykonnosti
vzdélavacich systémua. Rozhodnuti, zda zaci mohou pouzivat kalkulacky, se v zasadé neliSi od jinych rozhodnuti ve
vzdélavaci politice, které jsou mimo pravomoc projektu PISA. V Setfeni PISA 2012 jsou poprvé v historii obsazeny
otazky, jejichz feSeni je vyrazné jednodussi a rychlejsi, pokud zaci maji pfistup ke kalkulatkam, v pfipadé nékterych
testovych otazek maji zaci, ktefi mohou pouzivat kalkulacky, vyhodu. Klasicky ,papirovy“ format testu Setfeni PISA

Nepovinné testovani na pocitaci v Setfeni PISA 2012 zakim poskytuje pfistup k online kalkulatce nebo softwaru,
jehoZ funkce odpovidaji pozadavkim dané testové ulohy. Zaci maji dale povoleno, pokud jim to nezakazuje jejich
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zemeé, pouzivat klasickou kalkulacku. Soucasti zadani mohou byt i dal$i nastroje, napfiklad virtualni nastroje pro
méfeni, zakladni funkce tabulkového procesoru nebo riizné nastroje pro vizualizaci a grafické znazornéni.

Vyhodnocovani otazek

Za vétSinu testovych otazek Zaci ziskaji bud plny pocet bodl, nebo zadné body, u nékterych otevienych otazek
s tvorbou odpovédi mohou ziskat podle ,miry“ spravnosti odpovédi c¢ast celkového bodového hodnoceni. Na
vyhodnocovani takovych otazek existuje detailni navod, ktery definuje, kdy ma byt zaku udélen piny pocet bodu, kdy
Caste¢ny pocet bodl a kdy nemaji byt udéleny Zadné body. Tento navod ma zajistit, aby byl systém bodovani ve
vSech zucastnénych zemich stejny, konzistentni a spolehlivy.

Jak projekt PISA referuje o Grovni zpUsobilosti v matematice

Zpravy podavané o vysledcich Setfeni PISA 2012 v matematice maji rizné formy. Za prvé Setfeni odhaduje celkovou
uroven v matematice u kazdé zucastnéné zeme z vybraného vzorku zaku, dale definuje nékolik urovni zplsobilosti.
Projekt popisuje urovefl matematické gramotnosti, ktera je charakteristickd pro Zaky v jednotlivych drovnich, dale
podava informace o téch aspektech obecné Urovné matematické gramotnosti, jez mohou byt dulezité pro vzdélavaci
politiku v jednotlivych zemich, a formuluje z tohoto hlediska odhady urovné zakl. Kazda uroven gramotnosti je
podrobné popsana. Pro hodnoceni vysledk( existuje mnoho rdiznych zptsobu, jakymi Ize definovat $kalu. Setfeni
PISA 2003 pouzivalo $kalu, ktera vychazela ze &tyf Sirokych obsahovych okruhl. V obrazku 1.3 jsou popisy Sesti
urovni matematické gramotnosti, jak byly pouzity v Setfenich PISA 2003, 2006 a 2009. Ty se staly zakladem $kaly
urovni v Setfeni PISA 2012.

Obrazek1.3
Popis trovni zpusobilosti v matematice (2003-2009)

Na drovni 6 jsou zaci schopni konceptualizovat, zobecnit a pouzit informace, které ziskali vlastnim zkoumanim a
modelovanim komplexni problémové situace. Jsou schopni propojit rizné zdroje informaci i rizné reprezentace a jsou
schopni flexibilng prekladat z jedné formy reprezentace do druhé. Zaci ovladaji pokrogilé matematické mysleni a
uvaZovani. Z&ci jsou schopni vyuzit vhled a porozuméni, ovladaji symbolické i formaini matematické operace a vztahy.
To v8e vyuZivaji k vytvaFeni novych pristupd a strategii pro feSeni novych situaci. Z&ci jsou na této Grovni schopni formulovat,
jak postupuji. Uméji reflektovat sva zjisténi, vysledky, interpretace, argumenty a posoudit vhodnost téchto vysledku
z hlediska plvodni situace.

Na urovni 5 Zaci uméji vytvaret modely komplexnich situaci a s témito modely dale pracovat, ur€it omezujici podminky
a formulovat predpoklady. Uméji vybirat, porovnavat a vyhodnotit strategie feseni vhodné pro praci s komplexnimi
Ulohami, které z modell vyplyvaji. Na této urovni zaci uméji postupovat strategicky, vyuzivat bohaté a rozvinuté
mysleni a uvazovani, vhodné navzajem propojené reprezentace a symbolické i formalini charakteristiky situaci a vhled
do nich. Uméji reflektovat své jednani a formulovat i sdélovat své interpretace a zavéry.

Na urovni 4 zaci umeéji efektivné pracovat s explicitnimi modely komplexnich konkrétnich situaci, které mohou
obsahovat omezujici podminky nebo vyzadovat vysloveni predpokladi. Uméji zvolit a integrovat r(izné reprezentace
véetn& symbolickych a umaéji je pfifadit k prvkiim situaci z rediného svéta. Zaci na této Grovni vyuZivaji rozvinuté
dovednosti a uméji v kontextech z realného svéta flexibilné uvazovat, nékdy dokonce proniknou hluboko do situace.
Uméji zformulovat a sdélovat vysvétleni i argumenty. Vychazeji pfi tom z vlastnich interpretaci, argumentace a ¢innosti.

Na urovni 3 Zaci uméji realizovat jasné definované postupy, a to v€etné téch, které vyzaduji sekvenéni rozhodovani.
Uméji zvolit a aplikovat jednoduché fesitelské strategie. Zaci na této Grovni uméji interpretovat a vyuZivat data
pochazejici z rliznych zdroji informaci a vyvozovat z nich zavéry. Uméji kratce sdélit své interpretace, vysledky a
dedukce.

Na urovni 2 Zaci uméji interpretovat a poznat situace v kontextech, které nevyZaduji vic nez pfimé usudky. Umé&ji vybrat
podstatné informace z jednoho zdroje a vyuZivaji jednu formu reprezentace. Zaci na této Grovni uméji pouZivat zakladni
algoritmy, vzorce, postupy a konvence. Jsou schopni pfimé dedukce a uméji doslovné interpretovat vysledky.

1 Na drovni 1 Zaci uméji odpovédét na otazky ze znamého kontextu, pokud otazky obsahuji vSechny relevantni udaje a
jsou jednoznacné definovany. Jsou schopni najit informace a provést rutinni postupy podle presnych instrukci
v explicitnich situacich. Uméji realizovat €innosti, které jsou nasnadé a pfimo plynou ze zadani.

Kromé této obecné Skaly matematické gramotnosti byly po pilotazi vytvofeny jesté tfi Skaly pro popis matematické
gramotnosti, které vychazeji z matematickych postupl popsanych vySe — formulovani situaci matematicky; pouzivani
matematickych pojmd, faktd, postupl a uvazovani; interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledku.
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Zakladni matematické dovednosti hraji kli€ovou roli pfi definici toho, co pfesné z hlediska matematické gramotnosti
znamena byt na jedné z Urovni a co presné to znamena z hlediska vySe uvedenych postupl — jednotlivé Grovné
popisuji rist zdatnosti ve vSech aspektech matematické gramotnosti. Napfiklad popis Urovné 4 (viz obrazek 1.3) ve
druhé vété zdurazriuje matematizaci a reprezentaci, které jsou v této Urovni evidentni. Posledni véta zase definuje
pro urovenn 4 jako charakteristickou komunikaci, uvazovani a argumentaci, které jsou v kontrastu s kratkym
sdélovanim a nedostatkem argumentl charakteristickymi pro droven 3, i v kontrastu s trovni 5, kdy uz Zaci uméji tuto
komunikaci reflektovat. Ramecek 1.1 ,Zakladni matematické dovednosti a jejich vztah k obtiznosti polozky” ve shrnuti
popisuje zakladni matematické dovednosti ve vztahu Kjejich vyvoji na jednotlivych Urovnich matematické
zpUsobilosti. V dfivéjsi ¢asti tohoto koncepéniho ramce a v obrazku 1.2 byl kazdy matematicky postup popsan
prostfednictvim zdkladnich matematickych dovednosti, které jednotlivci aktivuji, pokud tento postup pouzivaji.

S ohledem na navaznost k vysledkim Setfeni PISA 2003, v némz byla matematika naposledy hlavni oblasti
testovani, a na skute¢nost, Ze tyto informace jsou uzite¢né pro ur€ovani vzdélavaci politiky, je souc¢asti popisu urovné
také Skala, ktera vychazi ze Etyf obsahovych okruht: kvantita, prostor a tvar, zména a vztahy, neurcitost a data a
méla by poskytnout udaje o profilu matematické gramotnosti v souvislosti s tim, na co jednotliva narodni kurikula
kladou ddraz.

Postoje k matematice

Postoje, nazory a pocity hraji nejen velkou roli vtom, zda nds matematika zajima a jak na ni reagujeme, ale také
ovliviiuji, jak asto matematiku pouzivame v b&Zném Zivot&. Zaci, kteFi jsou v matematice sebevédoméijsi, budou
matematiku pouzivat s vy$s$i mirou pravdépodobnosti v nejriznéjSich kontextech, s nimiz se setkaji, podobné Zaci,
ktefi maji k matematice pozitivni vztah, se budou matematiku ucit lépe nez ti, ktefi citi uzkost. Proto je jednim z cill
matematického vzdélavani rozvijet takové postoje, nazory a pocity, diky nimZz budou Zaci uspésSné pouzivat
matematiku, kterou znaji, a budou se ucit jak pro vlastni prospéch, tak pro prospéch celé spole¢nosti dalSi
matematiku.

Pozornost, kterou Setfeni PISA 2012 vénuje témto proménnym, vychazi z pfesvédc€eni, ze rozvoj kladného vztahu
k matematice je sam o sobé cennym vysledkem vzdélavani davajici zakim predpoklad pro to, aby matematiku
pouzivali v bézném zivoté. Protoze tyto proménné mohou pomoci vysvétlit, pro€¢ jsou v matematické gramotnosti
takové rozdily, nachazi se v projektu PISA polozky, které se k nim vztahuji. PISA méfi celou fadu dalSich
proménnych s cilem umoznit podani zprav o rliznych podskupinach zakl (napf. podle pohlavi, jazyka nebo statutu
pfistéhovalce).

Zakladni informace o Zacich jsou ziskavany od nich samych a feditelt Skol, a to z dotaznikd, jejichZ vyplnéni trva asi
dvacet az tficet minut. Udaje zt&chto dotaznikll jsou kliové, aby bylo moZné vysledky Setfeni interpretovat
z hlediska urcité skupiny zaka nebo charakteristiky $koly.

Matematicka c¢ast projektu PISA oznaluje za potencialné zajimavé dvé bohaté oblasti zakovskych postoju
k matematice, jez je predurcuji k produktivnimu zapojeni se do matematiky, a to zajem zaku o matematiku a jejich
ochota se matematice vénovat.

Komponenty zajmu o matematiku maji vztah k pfitomné i budouci ¢innosti. Co je tfeba zkoumat, je zajem zaku
0 matematiku ve Skole, zda ji vnimaji jako uzite€nou pro kazdodenni Zivot a zda planuji matematiku déle studovat a
vénovat se ji v profesni draze. Toto téma je aktualni napfi¢ zemémi, nebot v celé fadé z nich posledni dobou klesa
podil zakdl, ktefi si matematiku a ji pfibuzné obory voli jako obor dalSiho studia, pfiCemz ale roste potfeba po
absolventech Skol s timto zamérenim.

Ochota zakl vénovat se matematice souvisi s postoji, pocity a sebehodnocenim, které dohromady preduréuji, zda
724k bude nebo nebude umét tézit z urovné matematické gramotnosti, jiz dosahl. Zaci, které matematické &innosti
bavi a citi se pfi nich dobfe, budou s vy33i mirou pravdépodobnosti pouzivat matematiku, kdyz pfemysleji o situacich
v nejriznéjSich okamzicich kazdodenniho Zivota, jak ve $kole, tak mimo ni. Konstrukty z projektu PISA, které maji
vztah k této problematice, jsou pocity Stésti, sebevédomi, (chybéjici) uzkost, sebepojeti a seberealizace. Nedavna
analyza dalSiho vyvoje mladych Australand, jejichz skére v projektu PISA bylo v patnacti letech podprimérné,
ukazala, Ze ti, ktefi si ,uvédomili vyznam matematiky pro uspéch v budoucnosti, budou pravdépodobné uspésni a
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budou spokojeni jak v osobnim, tak profesnim zivoté” (Thomson a Hillman, 2010, str. 31). Autofi této studie uvadéji,
Ze postoje a nazory podprimérnych zakd se mohou zlepsit, pokud se vyuka matematiky zaméfi na praktické aplikace
matematiky v kazdodennim Zivoté.

Dotaznik pro zaky také obsahuje polozky, které se zabyvaji pfrileZitosti se ucit, tykajici se zkuSenosti zakul
s nejriznéjSimi typy aplikovanych matematickych uloh, jejich povédomi o matematické terminologii (v téchto
polozkach jsou opatfeni, ktera maji zabranit tomu, aby se Zaci nadhodnocovali) a rovnéz zkuSenosti 2akl z testl a
vyuky s polozkami podobnymi testovym polozkam projektu PISA. To vS§e ma umoznit hlubSi analyzu vysledkd PISA.

Vysledky Setfeni PISA 2012 jsou zdrojem dulezitych udaju pro ty, kdo urCuji vzdélavaci politiku v zu¢astnénych
zemich, a to jak z hlediska vykonu, tak z hlediska postoju. Kombinace udaji z hodnoceni matematické gramotnosti
PISA a udaje z Setfeni postojd, nazord a pocitd, které predurcuji zaky k vyuzivani matematické gramotnosti, poskytuji
uceleny obraz.

Nepovinné testovani matematiky na pocitaci

Setfeni PISA 2012 rovnéz obsahuje testovani matematiky na poéitadi.* Toto testovani je pro zGdastnéné zemé
nepovinné (s ohledem na rdznou technologickou vybavenost v jednotlivych zemich) a bylo pfidano ze dvou
zékladnich divodu. Za prvé dnes pocitace zcela bézné pouzivame jak v praci, tak v béZzném Zivoté. Z toho plyne, Ze
nelze hodnotit Urovefi matematické gramotnosti ve 21. stoleti, aniz bychom zarover hodnotili uZivatelské dovednosti
pfi praci s pocitatem (Hoyles a kol., 2002). Lidé na celém svété se dennodenné setkavaji s pocitacem v osobnim,
spole¢enském, profesnim i védeckém kontextu, pocitae poskytuji nastroje pro — mimo jiné — vypocty, reprezentace,
vizualizaci, Upravy, zkoumani a experimentovani, to v§e s mnoha riznymi matematickymi objekty, jevy a procesy.
Definice matematické gramotnosti, jak je uvedena v koncepénim ramci PISA 2012, uznava vyznam vypocetnich
nastroju, uvadi, ze matematicky gramotni jedinci musi byt schopni vypocetni nastroje vyuzivat pfi popisovani,
vysvétlovani nebo predikovani rdznych jevu. Slovo ,nastroj* v definici oznacuje kalkulacky, pocitace i jiné fyzické
predméty pouzivané pfi méfenich a konstrukcich, napf. pravitka a thloméry. Za druhé pocita¢ nabizi pro autory testl
celou fadu moznosti, jak vytvaret interaktivnéjsi, autenti¢téjsi a zajimavéjsi testové polozky (Stacey a Wiliam, v tisku),
coz tfeba znamena tvofit nové formaty polozek (napf. vyuzit pretahovani mysi), pfedlozit Zadkim data z realného
svéta (napfiklad velké datové sady, které Ize rlizné tfidit), pouzivat barvy a grafiku pro zatraktivnéni vizualni stranky
testovych polozek.

Specialné vytvorené testové polozky jsou zakim predkladany pfimo na pocitaci, Zaci na ném rovnou odpovidaji, ale
v prubéhu feSeni maiji k dispozici i tuzku a papir. Az s testovanim na pocitaci ziskaji autofi testovych polozek vice
zku$enosti, bude mozna projekt PISA obsahovat vice sofistikované testové polozky. Setfeni PISA 2012 je pouhym
zacatkem, ktery jen naznacuje potencial této formy testovani.

Tam, kde autofi polozek vyuzivaji moznosti vypocetnich technologii, jsou testové polozky zajimavéjsi, barevnéjsi a
snaze pochopitelné, protoze zaci maji snadny pfistup k podstatnym informacim. V zadani mize byt napfiklad pohyb,
reprezentace trojrozmeérnych téles, které Ize otacet. Novy format polozek, jez vyuzivaji pfetahovani mysi nebo aktivni
body v zadani, nabizeji Sirsi $kalu typl odpovédi a podavaji ucelengjsi obrazek o matematické gramotnosti.

Vyzkumy ukazuji, ze tam, kde jsou dostupné elektronické technologie, rostou matematické naroky na praci. To
znamena, ze matematickou gramotnost nelze oddélit od schopnosti pracovat s pocitatem (Hoyles a kol., 2002). Pro
vSechny zaméstnance dnes plati, Ze matematicka gramotnost a prace s informacnimi a vypocetnimi technologiemi
jdou ruku v ruce, proto ma pravé testovani na pocitaci v projektu PISA poskytnout do této problematiky vhled.
Nejvétsi vyzvou je odlisit, co v testové polozZce souvisi s matematickou gramotnosti a zdatnosti a co souvisi s jinymi
oblastmi, napfiklad s novymi naroky, které na testové polozky kladou informaéni a vypocetni technologie i nové
formaty polozek. V nepovinném testovani matematiky na pocitaCi v Setfeni PISA 2012 se klade duraz na to, aby
naroky na pouzivani urcitého nastroje v ramci testové polozky byly vyrazné nizSi nez jeji matematicka naro¢nost.
Existuji vyzkumy vlivu testovani na pocitaci na vysledky zaku v testu (Bennett, 2003; Bennett a kol., 2008; Mason a
kol., 2001; Richardson a kol., 2002; Sandene a kol., 2008) a Setfeni PISA 2012 nabizi moznost tyto poznatky
prohloubit, aby od roku 2015 dale slouzily jako vychozi bod pro tvorbu testll pro testovani na pocitaci. Nékteré
testové polozky nejsou zamérné v novych formatech, coz ma umoznit sledovat (kladny i zaporny) vliv novych formatu
na vysledky zaku.
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Aby bylo mozné kontrolovat celou fadu jevd, které pfinasi testovani na pocitaci, jsou u kazdé testové polozky
popsana tfi nasledujici hlediska:

Testované matematické kompetence: Sem patfi stranky matematické gramotnosti, které Ize aplikovat ve vSech prostredich,
nejen v prostfedi pocitacu, a které se testuji v kazdé poloZce pocitadového testu.

Kompetence, které kombinuji matematiku i informacni technologie: Tyto kompetence vyzaduji znalost toho, jak se
matematika provadi s pouzitim pocitace nebo jinych manualnich pomlcek. Tyto kompetence se testuji ve vybranych — nikoli
v8ech — polozkach testu. Test na pocitaci mize hodnotit nasledujici kompetence:

= vytvafeni diagramd a grafll z dat, v€etné dat v tabulkach hodnot (napf. kruhovy diagram, sloupcovy diagram,
spojnicovy diagram) s pouzitim jednoduchého ,priivodce*;

= vytvareni grafli funkci a vyuziti téchto grafu pfi hledani odpovédi na otazky o funkcich;

= tfidéni informaci a planovani vhodnych strategii pro jejich tfidéni;

= pouzivéani klasickych kalkulacek nebo kalkulacek na monitoru;

= pouzivani virtualnich nastrojl jako pravitko nebo uhlomér na monitoru;

= Upravy obrazcli s pomoci dialogového okna nebo mysi oto¢enim, posunutim a v osové soumérnosti.

Informacni a vypocetni dovednosti: Klasické ,papirové“ testy spoléhaji pfipraci s tiSténym materidlem na zakladni
dovednosti. Obdobné je testovani na pocitaCi postaveno na zakladnich dovednostech pfi praci na pocitaci. Patfi sem znalosti
hardwaru (napf. klavesnice a mys) a zakladnich konvenci (napf. Sipky pro posun vpfed, specialni tlacitka pro pfikaz). Snahou
v kazdé polozce testovani na pocitadi je vyzadovat minimalni uroven téchto dovednosti.

SHRNUTI

Cilem projektu PISA z hlediska matematické gramotnosti je vyvinout ukazatele, které nam ukazou, jak efektivné
jednotlivé zemé pfipravuji své zaky na to, aby pouzivali matematiku ve v8ech oblastech osobniho, spole€enského i
profesniho Zivota a stavali se tak konstruktivnimi, angaZzovanymi a kritickymi ob&any. PISA nabizi vlastni definici
matematické gramotnosti a pro jeji hodnoceni vlastni ramec, ktery reflektuje podstatné slozky definice. Z této definice
a z tohoto rdmce vychazeji v matematické &asti projektu pro Setfeni PISA 2012 navrzené polozky, u nichz maji byt
v rovnovaze matematické postupy, obsah a kontexty. Cilem je prostfednictvim pouzitych polozek urcit, co z toho, co
se zaci naucili, uméji pouzivat. Polozky od zakl vyzaduji, aby pfi FfeSeni Uloh pouzivali obsahy, které znaji, aby
aplikovali dovednosti, které ovladaji, a pfitom vychazeli ze zkuSenosti z bézného Zivota. Test obsahuje polozky
v rznych formatech, které se li§i mirou poskytnuté napoveédy i mirou strukturovanosti, diraz je kladen na vybér
autentickych uloh, v nichz musi zaci samostatné premysilet.

Ramecek 1.1 Zakladni matematické dovednosti a jejich vztah k obtiznosti polozky

Zakladni matematické dovednosti, které jsou nutné pro vyfeSeni ulohy, mohou byt dobrym privodcem
empirickou obtiznosti polozek (Turner, 2012; Turner a Adams, 2012; Turner a kol., v tisku). Nejjednodussi
polozky vyZaduji aktivaci jen malého poc¢tu dovednosti, a to pomérné pfimym zplsobem, nejtézsi polozky
naopak vyzaduji aktivaci nékolika dovednosti zarovern. Chceme-li stanovit obtiznost polozky, musime uvazit
nejen pocet potfebnych dovednosti, ale i komplexnost jejich aktivace. Nasledujici pfehled popisuje

charakteristiky, které urcuji, zda je aktivace jedné dovednosti pfima nebo komplexni (viz také Turner, 2012).

Komunikace: Urovert komunika&ni obtiZnosti Glohy uréuje mnoho faktortl. Miru komunika&nich dovednosti Ize
sledovat tam, kde se jedinec vypofadava s komunika¢nimi naroky ulohy. Receptivni stranka komunikace se
tyka napfiklad délky a komplexnosti textu, ktery je tfeba precCist a interpretovat, vSeobecnych znalosti
0 pojmech a udajich, o nichz se v textu hovofi, miry, v jaké je tfeba relevantni informace oddélit od informaci
nerelevantnich, uspofadani informaci, odpovidajici pofadi mysSlenkovych procest, které jsou nezbytné pro
interpretaci a vyuziti téchto informaci, a miry, do jaké spolu navzajem souviseji rizné prvky (napfiklad texty,
grafické prvky, grafy, tabulky, diagramy). Co se tyka produktivnich dovednosti, nejjednodussi jsou ty ulohy,
kde Zaci odpovidaji ¢islem, jakmile je k odpovédi potfeba dalSi vyjadfovani, napfiklad kdyz zak musi podat
Ustni ¢i pisemné vysvétleni nebo odtdvodnéni vysledku, komunikaéni naroénost ulohy roste.

Matematizace: V nékterych ulohach neni matematizace nutna, nebot ma zadana uloha bud jiz dostate¢né
matematizovanou podobu, nebo k jejimu feSeni neni tfeba situaci modelovat. Naroky na matematizaci rostou,
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pokud FeSitel musi interpretovat a dedukovat. Nejsnazsi formou jsou interpretace a dedukce pfimo z daného
modelu nebo pfimy preklad situace do matematiky (napf. strukturovani a konceptualizace situace, identifikace
a vybér klicové proménné, ziskani potfebnych mér, nebo vyhotoveni schémat a nacrtl). Naroky na
matematizaci rostou, pokud feSitel musi dany model upravit tak, aby vyhovoval zménénym podminkam, nebo
pokud je tfeba interpretovat odvozené vztahy; vybrat znamy model v ramci omezujicich, dobfe formulovanych
podminek; nebo vytvofit model, kde jsou poZadované proménné, vztahy a omezujici podminky explicitni a
jasné. Z hlediska matematizace je jesté narocnéjsi, kdyz fesitel vytvafi nebo interpretuje model v situaci, kdy
je tfeba vyslovit a definovat mnoho hypotéz, proménnych, vztahli a omezujicich podminek, nebo kdyz je tfeba
ovéfit, zda model vyhovuje podminkam zadani, nebo je-li treba vyhodnotit a porovnat modely.

Reprezentace: Na nejnizsi urovni je tato matematickd dovednost potfeba, pokud chceme pfimo uchopit
danou, béznou reprezentaci, napfiklad prevést text na €isla, vyCist hodnoty z grafu nebo tabulky. Kognitivné
naro¢né&jSi ulohy zahrnujici reprezentace vyzaduji vybér a interpretaci jedné standardni nebo znamé
reprezentace v kontextu situace. Na jesté vySSi Urovni je tfeba prekladat mezi dvéma nebo vice rdznymi
reprezentacemi v kontextu situace, véetné modifikace reprezentace. Patfi sem také vytvareni pfimocaré
reprezentace situace. Na jesté vyS8si urovni je jiz tfeba rozumét nestandardnim reprezentacim a pouzivat je,
vytvofit reprezentace, které zachycuji klicové aspekty komplexni situace; Ci reprezentace, které vyzaduji
znaénou miru dekddovani a interpretace; nebo porovnat a zhodnotit rizné reprezentace.

UvazZovani a argumentace: V Ulohach, ve kterych staci tuto dovednost aktivovat na nizké drovni, mdze mit
uvazovani podobu prosté prace podle zadani. Na ponékud vySSi trovni obtiznosti je jiz tfeba jista mira reflexe,
aby se diky spojeni raznych informaci daly formulovat Usudky (napf. spojit riizné udaje ze zadani nebo
vramci urcité dil¢i ulohy pouzit pfimého logického uvazovani). VysSi droven pak jiz vyzaduje analyzu
informaci, ktera umozni komplexni argumentaci Ci propojeni nékolika proménnych; nebo logické usuzovani
vychazejici ze souvisejicich zdroju informaci. Jesté vyS$Si Urover obtiznosti si zada syntézu a kritické
zhodnoceni informaci, nebo pouZiti logickych fetézcl pro oduvodnéni usudkd, eventualné cilené a
systematické zobechovani vychazejici z kombinace vice informaci.

Navrzeni strategii feseni: \V Ulohach, kde je tato dovednost na relativné nizké urovni, obvykle staci
postupovat pfimo, nebot' feSitelska strategie je zjevna nebo popsana v zadani. Na ponékud vysSi Urovni
obtiZznosti mdze byt nutné rozhodnout, ktera strategie je vhodna a ktera bude umét vyuzit podstatné informace
ze zadani. Kognitivni naroky rostou, pokud je tfeba odvodit a konstruovat strategii, diky niz jsou udaje pfi

feSeni transformovany. Jesté obtiznéjsi ulohy vyzaduji, aby Zzak navrhl propracovanou strategii, bez které neni
mozné Ulohu vyrFesit; nebo aby porovnal a zhodnotil rizné mozné strategie.

Pouzivani symbolického, formalniho a technického jazyka a operaci: ObtiZznost aktivace této dovednosti
se v jednotlivych testovych polozkach velmi liSi. U nejjednodussich uloh neni tfeba aktivovat jina matematicka
pravidla a symbolické vyrazy nez zakladni aritmetické operace s malymi ¢i snadno uchopitelnymi Cisly. Prace
na vysSi Urovni obtiZznosti mize zahrnovat sekvenéni aritmetické operace nebo pfimé pouziti funkci, at uz
implicitné nebo explicitné (napf. bézné linearni zavislosti); pouzivani formalnich matematickych znakd a
symboll (napf. dosazovani, pocetni operace s desetinnymi &isly a zlomky); nebo vybaveni si a pouZiti
formalni matematické definice, konvence nebo pojmu. Dal$i narist kognitivni obtiznosti s sebou nese potfebu
explicitné pouzivat a upravovat znaky a symboly (napf. algebraické Upravy vzorce), nebo si vybavit a pouzivat
matematicka pravidla, definice, konvence, postupy a vzorce za pomoci kombinace riznych vztaht a
symbolickych pojm0. Pro jesté vy$Si Uroven obtiZnosti je charakteristicka potfeba pouzit komplexni formalni
matematické postupy, flexibilni prace s funkcemi a algebraickymi vztahy, nebo pouzivani jak matematickych
metod, tak poznatk( pro nalezeni feseni.

Pouzivéni matematickych ndstrojii: Ulohy a Ukoly, ve kterych je tato dovednost potfeba na relativng nizké
urovni, mohou vyzadovat pfimé pouziti béznych nastroju (napf. méfidel) v situacich, v nichz jsou vhodné.
Vys&Si uroven pak vyzaduje pouziti nastroje v nékolika po sobé jdoucich krocich nebo pouziti nastroje k tomu,
abychom dali do souvislosti rizné Udaje. VyS$si Uroven obtiznosti je typicka také pro ulohy, kdy je pouzity
nastroj méné obvykly, nebo kdyz je méné obvykla situace, ve které se nastroj pouziva. Jesté naro€néjsi jsou
ulohy, v nichz je nastroj tfeba pouzit pro zpracovani vice rlznych udaji a pro to, abychom je dali do
souvislosti, nebo kdyz nastroj pouzivame velmi neobvyklym zptsobem ¢i v neobvyklé situaci, kdyz je nastroj
sam o sobé velmi komplexni a je tfeba reflexe, mame-li porozumét a kriticky zhodnotit vyhody a nevyhody
urcitého nastroje.

24 ‘@ OECD 2013 — PISA 2012 ASSESSMENT AND ANALYTICAL FRAMEWORK




PISA 2012 MATEMATTICKY KONCEPCNIRAMEC

X5 T XE .
R BB "t ST Gosom

INVESTICE DO ROZVOUE VZDELAVAMI

UKAZKOVE ULOHY Z MATEMATIKY

Smyslem nasledujicich Uloh projektu PISA je ilustrovat dulezita hlediska koncepéniho ramce PISA 2012.
Téchto sedm uloh bylo vybrano proto, Zze pfedstavuji razné typy otazek, odliSné matematické postupy,
obsahy a kontexty a popisuji aktivaci rozdilnych zakladnich matematickych dovednosti. V Zadném
pfipadé vSak nejsou reprezentativni pro celou Skalu kazdé kategorie.

HITPARADA

Prvni zvolena Uloha se nazyva HITPARADA. Jeji zadani tvofi Gvodni text dopln&ny sloupcovym diagramem,
ktery znazornuje data o prodeji CD &ty riznych skupin v obdobi Sesti mésicli. Za zadanim nasleduji tFi
jednoduché otazky s vybérem odpovédi (obrazek 1.4).

Obrazek 1.4
Uloha HITPARADA

V lednu vy$la nova CD kapel RockNA3 a Klokani kopali. V tnoru vydaly sva CD kapely Zadny plouzak a
Rvouci kovbojové. Nasledujici diagram ukazuje prodej t&chto CD od ledna do &ervna.

ProdejCD zamésic
2250
RockNA3

2000 M Klokani kopali

1750 B Zadny plouzak

1500 [ Rvouci kovbojové
1250
1000

750

500

250 I D

Pocet prodanych CD za mésic

0
Leden  Unor Bfezen Duben Kvéten Cerven Mésic
OTAZKA 1 OTAZKA 2 OTAZKA 3
Kolik CD prodala kapela Rvoucr Ve kterém mésici prodala kapela Manazer skupiny Klokani kopali
kovbojovév dubnu? Zidny plouzik poprvé vice CD je znepokojen, protoze pocet
A 250 nez kapela Klokani kopali? prodanych CD kapely od dnora
B 500 A V %3dném do gervna klesl.
C 1000 B\ bieznu Kolik jejich CD se da ogekavat, ze
se prod3 v &ervenci, jestlize bude
D 1270 C Vdubnu o .
D VI tento nepiiznivy vyvoj pokracovat?
et
e A 70CD
B 370 CD
C 670CD
D 1340 CD

Pfi pfipravé narodnich variant testu PISA byly jednotlivé zemé vyzvany, aby nazvy skupin nahradily vhodnymi
mistnimi fiktivnimi jmény.
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Uloha HITPARADA byla zafazena do testu hlavniho $etfeni PISA 2012. V&echny jeji tfi otazky patfi do obsahové
kategorie neurcitost a data, protoZe zaci maji Cist, interpretovat a pouzivat data predlozena v grafické podobé.
V8echny tfi otazky patfi do okruhu spole¢enského kontextu, nebot data vypovidaji o prodejnosti hudebnich nosi¢u.
S takovymi udaji se zaci mohou setkavat v novinach, ¢asopisech nebo na internetu. Prvni dvé otazky predstavuji
kategorii postupl interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledkud, jelikoZ vyZzaduji interpretaci
matematickych udajl ze sloupcového diagramu v souvislosti s kontextem. Treti otédzka je z kategorie pouzivani
matematickych pojmd, faktu, postupl a uvazovani, jejimz cilem je aplikace proceduralnich znalosti prace
s matematickou reprezentaci, ktera vede k vysloveni Usudku. Tyto tfi otazky patfily v celém testu Setfeni PISA 2012
k nejsnazSim otazkam.

Otazka 1 na obrazku 1.4 vyzaduje pouze vyéteni dat z grafu, coz stadi, aby na ni mohli zaci odpovédét. Zaci se
museji v udajich orientovat, ur€it, ktera ¢ast dat podava informace o prodeji uvedené skupiny, ktery sloupec
predstavuje vybrany mésic, a odecist pfimo na svislé ose hodnotu 500 CD. Text je velmi jednoduchy a jasny,
komunikacni naroky jsou velmi nizké, i pozadovana strategie je prosta: v grafu stac¢i vyhledat pozadovany udaj. Ani
obtiznost matematizace neni vysoka. Postacuje formulovat zavér o prodeji pfimo z dat v pfedlozeném grafickém
modelu. Vyzadovana dovednost reprezentace je také na nizké urovni obtiZnosti, nebot’ jde o pfimé vyc&teni hodnoty
ze sloupcového diagramu, jehoz format neni pro patnactileté zaky nijak neznamy. Jediné, co museji udélat, je precist
popisky, aby urcili, jaka data diagram predklada. Jedna osa predstavuje kategorii (mésice), vyska relevantniho
sloupce je pfimo oznacena (500) na svislé ose. Neni tedy tfeba zadné hlubsi porozuméni méfitku. Technické znalosti
jsou jen o malo obtiznéjSi nez format grafu; staci pfima dedukce, tedy obtiznost uvazovani a argumentace je také
velmi nizka. Protoze se jedna o extrémné jednoduchou polozZku, Uspé&Snost zakd v ni byla 87 % (spravna odpoveéd
B).

Otazka 2 je jen o malo obtizn&jsi. Uspésnost zak(i pfi volb& spravné odpovédi C byla pfiblizngé 78 %. Spravna
odpovéd vyzaduje pouze nalezeni vztahu mezi dvéma sadami dat ve sloupcovém diagramu. Z&ci museji zjistit, jak se
tento vztah méni v zavislosti na Case, pak Ize odpovédét, ze podminka ze zadani je poprvé spinéna v dubnu.

Uroveri komunikacéni obtiznosti pfiblizné odpovida komunikaéni obtiznosti otazky 1. Potfebna strategie je o néco
jednoducha dedukce o prodeji odvozena pfimo z grafu. Obtiznost znazornéni je v této otazce o néco vysSi ve
srovnani s prostym pfectenim Ciselného Udaje v otdzce 1. V otdzce 2 je tfeba dat do souvislosti dvé sady dat a
proménnou ¢asu. Obtiznost pouZiti symbolického, formalniho a technického jazyka i operaci z(stava nizka, jedna se
o pouhé kvalitativni srovnani; obtiznost uvaZovani a argumentace je o malo vysS8i, protoZze polozka vyZaduje
posloupnost nékolika logickych krokd.

Otazka 3 se od predchazejicich dvou ponékud li§i. Jde o pochopeni matematického vztahu, ktery je zaznamenan
v grafu, a o zkoumani tohoto vztahu, aby Zaci mohli pfedpovédét prodej v dalSim mésici. Stale je sice pfitomen vztah
otazky ke stejnému kontextu, ale v tomto pfipadé uz Zaci museji hlavné pracovat s pfedlozenymi matematickymi
Udaji. Jednim z moznych postupu je prostudovat hodnoty v jednotlivych mésicich, odhadnout, o kolik primérné
hodnota v mésicich nasledujicich po sobé klesala, a tento ubytek pouzit pro vypocet hodnoty prodeje v poslednim
mésici. Komunikacni obtiznost je i nadale nizka, podstatné je, aby se zaci nenechali zmast Udaji o ostatnich
kapelach. Zda se v8ak, ze jedina obvykle vybrana chybna moznost byla volena proto, Zze Zaci Spatné interpretovali
pojem ,stejny zaporny trend”. Celkové 15 % Zakl vybralo mozZnost C a uvedlo, Ze Cervencovy prodej bude stejny jako
prodej v mésici €ervnu. Takto se mohli rozhodnout proto, Ze zvolili konstantni hodnotu Spatného prodeje v ¢ervnu a
Zvolenou strategii je tfeba v prib&hu Fe$eni monitorovat. Zak se musi rozhodnout, napt. zda pouzije veskera data od
unora do Cervna, nebo zda bude pracovat s primérnou zménou od unora do Cervna. Dale je tfeba se rozhodnout,
zda provadét pfesné vypocty, zda nacrtnout nebo vizualizovat trend, nebo zda pracovat s hrubymi odhady s tim, ze
v kazdém mésici prodej klesa pfiblizné o jednu jednotku na svislé Skale. Matematizace vyzaduje drobnou upravu
daného modelu, aby vyhovoval kontextu; feSeni vyzaduje také vypocet (opakované odcitani vicecifernych Cisel, ¢teni
Udaju na ose mezi danymi body), coZ zvySuje obtiznost pouZivani symbolického, formainiho a technického jazyka i
operaci. Co se tyka obtiznosti reprezentace, vyZaduje tato otadzka vyvozeni zavért o vztahu, ktery je znazornén
v grafu. K vyfeSeni ulohy je tfeba posloupnost nékolika krokl uvazovani, i presto patfi tato polozka k pomérné
jednoduchym. Spravnou odpovéd B vybralo pfiblizné 76 % zaka.
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Obrazek 1.5
Uloha VYSTUP NA MOUNT FUJI

VYSTUP NA MOUNT FUJI

V Japonsku se nachazi znama spici sopka Mount Fuiji.

OTAZKA 1

Kazdy rok je Mount Fuji pfistupng pro vefejnost pouze od 1. Servence do 27. srpna. V tomto obdobi vystoupT na
Mount Fuji okolo 200 000 lid.

Ptiblizng kolik lidi prim&me vystoupt na Mount Fuji kazdy den?

A 340 lidi

B 710 lidi

C 3400 lidi

D 7100 lidi

E 7400 lidt

OTAZKA 2

Turistickd stezka Gotemba, kterd vede na vichol Mount Fuji, je dlouh3 ptiblizng 9 kilometri (km). Turisté se must
z této tary dlouhé 18 km vratit do 20:00 hodin.

Toshipredpoklada, Ze je schopny vystoupit na horu primérnou rychlosti 1,5 kilometru za hodinu a zpatky sestoupit
dvojnasobnou rychlosti. P¥i téchto rychlostech bude mit ¢as i na prestavky na jidlo a na odpotinek.

V kolik hodin by m&l Toshi nejpozdg]i vyrazit, aby se s ohledem na ptedpokladané rychlosti stihl vratit do 20:00?

OTAZKA 3
Toshi si na vystup po turistické stezce Gotemba vzal krokomér, aby mohl pocitat svoje kroky. Jeho krokomér ukazal,
Ze behem vystupu udel 22 500 kroka.

Odhadni primérnou délku Toshiho kroku b&hem 9Skilometrového vystupu po turistické stezce Gotemba. Vysledek
uved' v centimetrech (cm).

Odpoved ... cm

VYSTUP NA MOUNT FUJI

Druha ukazkova Uloha (obrazek 1.5) ma nazev VYSTUP NA MOUNT FUJI. Prvni otazka je jednoducha polozka
s vybérem odpovédi, ve druhé a treti otazce je tfeba napsat numerickou odpovéd. Ve tfeti otazce mohou zaci ziskat
také Castecny pocet bodl. Tento typ hodnoceni se vyskytuje u mensSi ¢asti otazek PISA, v nichz Ize poskytnout
kvalitativné odlisné typy odpovédi a kde razné typy odpovédi souviseji s velmi odliSnymi dovednostmi.

Uloha VYSTUP NA MOUNT FUJI byla zafazena do testu v hlavnim $etieni PISA 2012, poté byla uvolnéna. Otazky 1
a 3 spadaji do obsahového okruhu kvantita, protoze Ukolem zaku je, aby provedli po€etni operace s daty i mirami a
prevedli jednotky. Otazka 2 je postavena na pojmu rychlost, proto spada do okruhu zména a vztahy.

VSechny tfi otdzky jsou ze spolecenského okruhu kontextu, protoZe hovofi o pfistupu vefejnosti na sopku Fuji a na
jeji turistické stezky. Prvni dvé otazky patfi do kategorie postupl formulovani situaci matematicky, nebot kli¢ovym
ukolem je vytvofit matematicky model, ktery umozni odpovédét na otazky.

Otazka 3 nalezi do kategorie pouZivani matematickych faktl, pojmi, postupl a uvazovani, nebot Zaci museji
vypocitat primér a zaroven vénovat pozornost spravném prevodu jednotek. VétSina prace je tedy Cisté matematicka,
nejde o propojeni matematickych dat s prvky z kontextu. Uvedené tfi otazky maji v ramci testu PISA 2012 rdznou
obtiznost. Otazka 1 je stfedné obtizna, otazky 2 a 3 jsou velmi obtizné.
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V otadzce 1 Zaci museji vypocitat primérny pocet navstévniki denné. Text je velmi jednoduchy a jednoznaény, takze
komunikacni obtiznost polozky je nizka. Strategie je stfedné obtiZzna, protoze z danych dat je tfeba stanovit poCet dni
a s pomoci tohoto Udaje vypocitat pramér. Jde o feSeni vyzadujici nékolik krokl, coZ uz klade naroky na navrZeni
strategii FeSeni. Obtiznost matematizace je velmi nizka, nebot matematicka data jsou pfimo v zadani (pocet osob za
den). Nizka je i obtiznost reprezentace, nebot se v zadani nachazi pouze numericka data a text. PoZzadované
technické znalosti zastupuji vypocet priméru, vyvozeni poctu dn0, déleni (s pouzitim kalkulacky ¢i ruéné, uréuje si
kazda zemé), spravné zaokrouhlovani vysledk(. Obtiznost uvaZovani a argumentace je nizka. Jedna se o stfedné
obtiznou polozku, a tak Uspésnost zaku pfi vybéru odpovédi C ¢&inila v testu PISA 2012 pfiblizné 46 %. Nejcastéji
byla nespravné vybirana moznost E (k této moznosti zaci dosli, pokud chybné pracovali s 27 dny namisto 31+27
dny), kterou zvolilo 19 % respondentt, a moznost A (chyba v fadu), kterou zvolilo 12 % respondentd.

obtiznosti bylo, Ze se jednalo o otazku, v niZ je tfeba odpovéd vytvorit, nikoli vybrat z nabizenych moznosti. To
znamena, Ze otdzka zakim nedavéa zadny navod, Zzadnou napovédu ve formé moznych odpovédi. To ale neni jediny
davod, pro¢ jde o obtiznou testovou polozku. PFiblizné 61 % zak( v testu PISA 2012 odpovédélo chybne, ale
odpovédélo.

Komunikacni obtiznost je nizka a po receptivni strance pfipomina otazku 1. Komunikace vyzadovana pfi formulovani
odpovédi je pouhé pouziti Cisla. Obtiznost strategie je ale vyrazné vys$si, nebot’ zaci museji vytvorit tfipolozkovy plan
postupu. S pomoci prdmérné rychlosti museji spocitat dobu, kterou trva vystup a sestup, pak s pomoci hodiny, kdy je
treba byt v cili, a doby, kterou cesta trva, spoéitaji, v kolik hodin museji turisté vyrazit. Urovei matematizace je
pomé&mé vysoka. Zaci si museji uvddomit, Ze &as na jidla uZ je zapo&itan a Ze tira povede nejdfiv do kopce a poté
z kopce. Obtiznost znazornéni je minimalni, zaci museji pouze interpretovat text. Naopak obtiznost pouZiti
symbolického, formalniho a technického jazyka a operaci je pomérné vysoka. Pocetni operace jsou sice pomérné
jednoduché (i kdyz déleni desetinnym ¢&islem 1,5 km za hodinu mlze plsobit problémy), ale Uloha vyZaduje presnost
a znalost vzorce pro vypocet €asu s pomoci drahy a rychlosti, at' uz explicitné nebo implicitn&. Naroky na uvaZovani a
argumentaci jsou také pomérné vysoké.

Obtizna je i otazka 3. Cilem je vypoditat primérnou délku kroku s pomoci vzdalenosti a po&tu krok(l. Reeni vyZaduje
prevod jednotek. PIné bodové hodnoceni v této poloZzce v ramci testu PISA 2012 dosahlo pouhych 11 % zaku, kdyz
spravné odpovédéli, e 40 cm. Castetné bodové hodnoceni ziskaly 4 % 2akd za odpovédi jako 0,4 (odpovéd
v metrech) nebo 4000, coz je vysledek zplsobeny Spatnym pfevodem z metr( na centimetry. V ramci Setfeni PISA
2012 napsalo 62 % zaku chybnou odpovéd. Komunikacni obtiznost zUstava nizka jako u predchozich otazek,
protoze text je jasny a lze ho snadno interpretovat. Odpovéd ma formu jednoho Cisla. Strategie, ktera je potrfeba
v otazce 3, je podobna strategii z otazky 1 — v obou pfFipadech Zaci hledaji primér. A¢ je model pro uréeni ,prdméru®
v obou otazkach podobny, otazka 3 vyzaduje vySSi Uroven uvaZovani a argumentace. V otazce 1 zaci hledaji pocet
Lidi za den®, pficemz pocet lidi je dany a pocet dnu Ize snadno vypocitat. V otazce 3 Zaci hledaji ,délku kroku®
s pomoci vzdalenosti a poctu krokd. To znamend, Ze otazka 3 vyZaduje vice logického uvaZovani pfi propojeni
riznych veli¢in (napfiklad propojeni vzdalenosti s délkou). ObtiZnost matematizace je v otdzce 3 také vyssi, nebot je
tfeba chapat, jaky vztah ma veliCina ,délka kroku® z realného svéta k ostatnim jednotkam. Vyuziti kontextu z realného
svéta, véetné toho, ze délka kroku bude okolo 50 cm (pravdépodobnéji nez 500 cm nebo 0,5 cm), je nutné, pokud
Z4ci chtéji monitorovat smysluplnost odpovédi. Obtiznost pouZziti symbolického, formalniho a technického jazyka i
operaci je také pomérné vysoka, protoZe jde o déleni malého ¢isla (9 km) velkym ¢islem (22 500 kroku) a protoze je
tfeba vyuzit znalost pfevodu jednotek.

PlZzZY

Oteviena uloha s tvorbou odpovédi PIZZY (obrazek 1.6) je zdanlivé jednoduchou, ale obsahové bohatou polozkou
ilustrujici celou fadu prvk matematického koncepéniho ramce. Plivodné byla uloha pouzita v prvni pilotazi projektu
PISA roku 1999, pak byla uvolnéna a v kazdé verzi matematického koncepéniho ramce PISA od roku 2003 se

11 %.

Uloha PI1ZZY spada do okruhu osobniho kontextu, jenz by mél byt vétsing patnactiletych zakd davérné znamy. Patii
sem proto, Zze zaci maji zjistit, ktera pizza predstavuje pro kupujiciho vyhodnéjsi koupi. Porozuméni textu zadani neni
obtizné, umozriuje Ctenafi soustredit se téméf vyhradné na matematické pozadi ulohy.
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Obrazek1.6
Uloha PIzzY

P1ZZY

Pizzerie nabizi dvé kulaté pizzy stejné tloustky v riznych velikostech. Mala ma prameér 30 cm a stoji 30 zedi. Velka
m3 prameér 40 cm a stoi 40 zedt.

Kterd pizza je cenové vihodné&[si? Uved svoje zdivodnéni.

Zaci museji matematicky interpretovat pojmy z bé&zného Zivota (kulaté, stejna tloustka, riizné velikosti). Proménna
»velikost® je definovana matematicky prostfednictvim primér( obou pizz, cena je uvedena v neutralni méné zedy,
velikost a cena jsou navzajem propojeny pojmem vyhodnost koupé.

PolozZka souvisi s nékolika oblastmi matematiky, v niZ jsou geometrické prvky, které bychom obvykle zafazovali do
obsahového okruhu prostor a tvar. Pizzy Ize modelovat jako tenké valce, takze zZaci museji vypocitat obsah kruhu.
Otazka ale také souvisi s obsahovym okruhem kvantita, protoze uloha implicitné vyzaduje, aby zaci porovnali
mnozstvi pizzy a mnozZstvi penéz, nicméné zasadni pro vyfeSeni Ulohy je konceptualizace vztahu mezi vlastnostmi
pizzy a pochopeni, jaké podstatné vlastnosti odliSuji malou a velkou pizzu. Pravé tyto vlastnosti tvofici jadro ulohy
zarazuji celou polozku do obsahového okruhu zména a vztahy.

Polozka spada do kategorie postupl formulovani situace matematicky. Zasadni krok pro vyfeSeni tlohy je formulace
matematického modelu vyhodnosti koupé. Resitel si musi uvédomit, Ze vzhledem k tomu, Ze pizzy maiji v idealnim
pfipadé stejnou tloustku, maze pracovat s obsahem kruhu (pizzy), nikoli s jejim objemem. Pak Ize vztah mezi
mnozstvim pizzy a mnozstvim penéz modelovat jako ,cenu za jednotku obsahu®, nebo pfipadné jako obsah na
cenovou jednotku. V matematickém svété potom veli¢inu vyhodnost koupé mizeme vypocitat pfimo a porovnat ji
u obou pizz. U vétsi pizzy tato veli¢ina nabyva mensi hodnoty. Pfeneseno do realného svéta, vétsi pizza predstavuje
vyhodngjSi koupi, nebot za stejnou cenu dostane kupujici vice.

Jiny mozny postup, ktery je$té jasnéji ukazuje, ze polozka spada do obsahového okruhu zména a vztahy, je uvédomit
si (at uz explicitné nebo implicitné), Ze obsah kruhu roste Umérné k druhé mocniné priméru, takze roste v poméru
(4/3)2, zatimco cena roste pouze v poméru (4/3). Protoze (4/3)2 je vetsi nez (4/3), predstavuje vétsi pizza vyhodnéjsi
koupi.

ProtoZe zasadni pro vyfeSeni ulohy je formulovani, byla poloZzka zafazena do kategorie postupl formulovani situaci
matematicky. V polozce jsou ale také aspekty dalSich dvou kategorii. Po zformulovani matematického modelu
situace ho Zaci museji spravné pouzit, coz vyzaduje vhodné logické uvazovani a spravné pouziti matematickych
znalosti vypoctu obsahu a poméru. Vysledky je pak tfeba interpretovat v souvislosti s plvodni otazkou.

Postup feSeni ulohy PIZZY vyZaduje od Zak( rlznou miru aktivace zakladnich matematickych dovednosti.
Komunikace je na pomérné nizké urovni, nebot’ Zaci ¢tou a interpretuji v zdsadé jednoznacné zadanou ulohu. Vyssi
je ale komunikacni obtiznost odpovédi, protoze Zzaci museji komunikovat a vysvétlit sva feSeni. Zasadnim
poZzadavkem je matematizace situace, v niz Zaci museji zformulovat model vyhodnosti koupé. Resitel, kdyZ hleda
feSeni, musi vymyslet reprezentaci podstatnych aspekt ulohy véetné symbolického vyjadfeni vzorce pro vypocet
obsahu a vyjadieni poméru vyhodnosti koupé. Obtiznost uvazovani (napfiklad rozhodnuti, Ze Ize ignorovat tloustku
pizzy, ¢i oduvodnéni pouzitého postupu a ziskaného vysledku) je velka. Naro¢né je také navrZeni strategie, jez
pomaha kontrolovat vypoc€et i modelovani. Nesnadnost pouZziti symbolického, formalniho a technického jazyka i
operaci souvisi s konceptualnimi, faktickymi a proceduralnimi znalostmi, které jsou nezbytné pro praci s geometrii
kruhu a pro vypocet poméru. Pokud zaci uméji spravné pracovat s kalkulackou, pouziti matematickych nastroji
predstavuje nizkou uUroven obtiznosti.

Obrazek 1.7 predklada zakovské feseni tlohy PIZZY. Za odpovéd tohoto typu by Zak dostal plny pocet bodu.
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Obrazek1.7
Ukazka odpovédi na ulohu P1ZzY

—
/ N | 40 cm
‘c/ 30 cm }/
-
\‘/ //
- S
pizza 1 pizza 2
Dalezita ¢ast S~
formulovani Tloust ka je stejna, mohu tedy porovnat obsahy
Obsah pizzy 1 = Hz
Pouzivani znalosti ~TT15.15cm’
z obsahovych okruht T~ —06A err
prostor atvar, - heem
kvantita Obsah pizzy 2 = I3
=TT 20.20 cm’
Formulovani ) ,
matematického \ Cena za cm pizzy 1 = 30 zedu/706,5 cm”~
modelu pro uréeni - 0,04 zedu/cm’
mnozstvi penéz , ,
Cena za cm pizzy 2 = 40 zedu/1256 cm
Interpretovani - 0,03 zedu/em”
matematického vysledku [ ™~__
v redlnych podminkach

Pizza 2 je [evnéjél’ za cm2 —je cenov€ Vyhodnéjél'
ODPADKY

Uloha ODPADKY (obrazek 1.8) je zaFazena k ukazkovym uloham proto, Ze méze ilustrovat réizna hlediska matematického
ramce. Tato uloha s tvorbou odpovédi byla zafazena do testu v hlavnim Setfeni PISA 2003 a pozdéji byla uvolnéna. Patfi
ke stfedné obtiznym polozkam. Primérna uspésnost zakl ze zemi OECD byla malo nad 51 %.

Obrazek 1.8
Uloha ODPADKY

Z4ci dostali za domaci Ukol z ekologie, aby zjistili informace o dobé& rozkladu né&kterych druht odpadkii,
které lidé odhazuiji:

Druh odpadku Doba rozkladu
Slupky od banant 1-3 roky
Slupky od pomerancd 1-3 roky
Papirové krabicky 0,5 roku
Zvykatky 20-25 rokd
Noviny Nékolik dni
Umélohmotné kelimky Pfes 100 let

Z3k chee vysledky zndzornit pomoci sloupcového diagramu.

Uved jeden divod, prog je sloupcovy diagram pro zndzornént téchto dat nevhodny.

Uloha patfi do védeckého okruhu kontextil, protoZe se zabyva daty védecké povahy (pologas rozkladu). Patfi do
obsahového okruhu neurcitost a data, nebot se primarné tyka interpretace a reprezentace, i kdyz je v polozce
obsazen také okruh kvantita, a to v implicitnim pozadavku zvazit délku intervall. Kategorie matematického postupu je
interpretovani, aplikace a hodnoceni matematickych vysledku, protoze zaci maji vyhodnotit i€innost matematického
vystupu (v tomto pfipadé v imaginarnim nebo nacrtnutém sloupcovém diagramu), kdyZ se osoba ze zadani snazila
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znazorit data z realného svéta. Uloha vyZaduje, aby se Zaci zamysleli nad predlozenymi Gdaji, aby matematicky
promysleli vztah mezi daty a jejich reprezentaci a zhodnotili vysledek. Resitel si musi uvédomit, Ze tato data Ize znazornit
pomoci sloupcového diagramu jen velmi obtizné, a to ze dvou divodu: bud kvdli velkému mnozstvi rGznych poloCasu
rozkladu pro rdzné druhy odpadu (takovéto mnozstvi riznych dat nelze zachytit ve standardnim sloupcovém diagramu),
nebo kvili extrémni variaci v proménné ¢as u rGznych druht odpadkd (Sasova osa, ktera by umoznila zachytit nejdelsi
polo¢as, by nemohla zaroven zachytit nejkrat$i polodasy rozpadu, jez by pak byly neviditelné). Zaci ziskavali bodové
hodnoceni za odpovédi podobné odpovédim uvedenym nize.

ODPOVED 1
,Protoze by bylo t&7ké to udglat v grafu, protoze tam je 1-3, 1-3, 0,5, atd., takZe by bylo t&7ké udélat to presng.”

ODPOVED 2

,Protoze tam je obrovsky rozdil mezi nejvy33T a nejnizi hodnotou, takze by bylo t&zké zachytit data presng, kdyz tam je
100 let a par dnt.”

Postup feSeni ulohy ODPADKY vyzaduje, aby zaci aktivovali nasledujici zakladni matematické dovednosti. Komunikacni
obtiznost Ulohy souvisi s tim, ze zaci museji preCist text zadani a interpretovat tabulku. VyS$Si komunikacni Groven ma
formulace odpovédi, nebot v ni Zaci museji podat struény pisemny popis logickych krokd. Uroveli matematizace neni
vysoka a je tfeba pfi ur€ovani a extrahovani zakladnich matematickych vlastnosti sloupcového diagramu vzhledem
k jednotlivym druhtim odpadu. Resitel musi interpretovat jednoduché reprezentace dat v tabulce a obé reprezentace dat do
vzajemné souvislosti. ObtiZznost matematického uvaZovani je pomérné mala a totéZ plati pro navrZeni strategie. ObtiZznost
pouZiti symbolického, formalniho a technického jazyka i operaci souvisi s proceduralnimi a faktickymi znalostmi, jez
jsou nezbytné pro to, aby si zak vytvofil pfedstavu o sloupcovém diagramu nebo si ho mohl nacrtnout, a pro
porozuméni tomu, jaké méfitko se hodi na svislou osu. PouZiti matematickych nastrojii neni pravdépodobné vibec
potfeba.

ROCKOVY KONCERT

Dal$i ukazkova tloha ROCKOVY KONCERT (obrazek 1.9), kde si Zaci vybiraji odpovéd z nabizenych moznosti, byla
zafazena do pilotaze k Setfeni PISA 2003, poté byla uvolnéna. V pilotazi volilo spravnou odpovéd C pfiblizné 28 %
74ku, jedna se tedy o stfedné obtiznou polozku. ROCKOVY KONCERT patti do spoleéenského okruhu kontextu,
protoze se zaméfuje pfedevSim na organizaci koncertu, pfesto také predpoklada osobni zkuSenost s pobytem
vdavu. Uloha je zafazena do obsahového okruhu kvantita, nebot je pro jeji vyfeSeni tfeba podetni operace.
Obsahuje také prvky okruhu prostor a tvar.

Obrazek1.9
Uloha ROCKOVY KONCERT

Pro navstévniky rockového koncertu byl vyhrazen obdélntkovy pozemek o rozmeérech 100 m x 50 m. Koncert byl
vyprodan a cely pozemek zaplnili stojict posluchagi.

Ktery z nasledujicich adajt je nejlepsim odhadem celkového poctu lidi, kteii ptisli na koncert?

A 2000 lidi
B 5000 lidi
C 20000 lidi
D 50 000 lidi
E 100 000 lidi

matematicky. Zaci museji pochopit dané kontextualizované informace (velikost a tvar pozemku; rockovy koncert je
vyprodan; fanousci stoji) a prelozit je do pouzitelné matematické podoby. Také je nezbytné identifikovat chybégjici
Udaje, které Ize snadno odhadnout s pomoci znalosti z bézného Zivota, konkrétné vymyslet model pro prostor, jenz
potfebuje jeden fanou$ek nebo skupina fanouskl. Z hlediska matematiky musi feSitel pouZit matematické pojmy,
fakta, postupy a uvaZovani, aby dal do souvislosti plochu pozemku a prostor, ktery zabira fanouSek nebo skupina
fanouskl. Udaje je tfeba porovnat kvantitativn. Interpretovéni, aplikace a hodnoceni matematickych vysledki
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pfichazi na fadu pfi ovéfovani smysluplnosti fFeSeni nebo pfi porovnani nabizenych odpovédi s vysledkem vlastnich
pocetnich operaci.

Jinym modelem je predstavit si, Ze fanousSci stoji v rovnych Ffadach napfi¢ pozemkem. Pak Ize pocet fanousku
odhadnout tak, Ze vynasobime odhadovany podet fad odhadem poétu fanouskll v kazdé fad&. Resitelé, ktefi jsou
zdatni ve formulovani matematickych modeld, jisté oceni efektivitu tohoto modelu, a¢ je v ostrém kontrastu k tomu,
jak se ve skutecnosti fanousci chovaji na rockovém koncertu. V kazdém pfipadé nezavisi spravna odpovéd na tom,
ktery z mnoha smysluplnych modell si zak vybere.

V této polozce je z matematickych dovednosti tfeba relativné nizka komunikacni obtiznost, protoze zaci museji
preCist text, porozumét mu, spravné interpretovat a pochopit slova jako obdélnikovy a rozloha, frazi koncert byl
vyprodén a pokyn odhadnéte. Pii tom jim pomohou znalosti z b&Zného Zivota. Uloha je velmi obtizna z hlediska
matematizace, nebot ji Ize vyresit jen s pomoci urcitych predpokladli o prostoru, ktery asi zabere stojici osoba. Je
také tfeba vytvofit zakladni model jako (pocet fanousku) x (primérny prostor na fanouska) = (plocha pozemku). Aby
toto zaci mohli provést, museji si v hlavé nebo s pomoci nakresu situaci reprezentovat. Navrzeni strategie vstupuje
do procesu feSeni této ulohy hned nékolikrat. Napfiklad je tfeba rozhodnout, jak ulohu uchopit, pfedstavit si, jaky
model bude vhodny pro zachyceni prostoru, ktery zabira jeden fanou$ek, uvédomit si, Ze bude tfeba néjaka forma
kontroly a ovéfeni vysledku. Podle jedné strategie feSeni zak urli plochu na osobu, vynasobi ji poétem lidi
z nabizenych moznosti a vysledky porovna s podminkami ze zadani. Strategie jiného Zaka mlze byt opacna. Zacne
s danou plochou pozemku a postupné ji déli riznymi poéty osob, jeZ jsou v nabizenych odpovédich. Ziska nékolik
moznych Udaju o prostoru na osobu a rozhodne, ktera z hodnot nejlépe odpovida kritériim v zadani. PouZiti
symbolického, formalniho a technického jazyka i operaci pfichazi na fadu pfi implementaci vybrané strategie. Je
tfeba interpretovat i pouzit data ze zadani a provést nezbytné pocetni operace, diky nimz zaci daji do souvislosti
plochu pozemku s prostorem na osobu. UvaZovani a argumentace vstupuji do hry ve chvili, kdy Zzak musi jasné
uvazovat o vztazich mezi vytvofenym modelem, vysledkem a realnym kontextem, aby validoval pouzity model a
oveéfil, Ze vybral spravnou odpovéd. Je nepravdépodobné, Ze by Zaci potfebovali pouZivat matematické nastroje.

CHUZE

Ulbha CHUZE (obrazek 1.10) je postavena na algebraickém vztahu mezi dvéma promé&nnymi a zdanlivé jde proti
intuitivnimu  uvaZovani. Zaklada se na pozorovani velkého po&tu muzl, ktefi se prochazeji pfirozenym tempem. Z&ci
odpovidaji na dvé otazky, u nichz museji aktivovat algebraické znalosti a dovednosti. Druha otazka navic klade z hlediska
patnactiletych Zak( zna&né naroky na strategické mysleni, uvaZovani a argumentaci. Uloha byla sou&asti testu hlavniho
Setfeni PISA 2003, poté uvolnéna a pouzita jako ukazkova Uloha koncepéniho ramce PISA 2009 i v dalSich publikacich.
Za&ci museji v obou otazkach pracovat s danymi informacemi a formulovat odpovéd. Obé& otazky spadaji do stejnych
okruhti: obsahového okruhu zmeéna a vztahy, protoze se otazky tykaji vztahli mezi proménnymi vyjadfenymi v algebraické
podobé; okruhu osobniho kontextu, protoZze jde o zalezitosti dotykajici se pfimo jedince; a kategorie postupll pouzivani
matematickych fakti, pojmu, postupl a uvazovani, protoze Ulohy jsou zadany ve formé, ktera uz ma matematickou
strukturu. Z&ci maji uvnitf matematiky pracovat a manipulovat s pojmy a objekty.

Obrazek1.10
Uloha CHUZE

Na obrazku jsou stopy kracejiciho muze. Délka kroku P je vzdalenost mezi konci dvou po sobé nasledujicich
stop.
Vzorec % = 140 udava pfiblizné vztah mezi n a P pro muze, kde

n je poc¢et krokl za minutu a
P je délka kroku v metrech.
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OTAZKA 1

Pouzijme vzorec N3 Honzovu chiizi, ktery udéla 70 krokii za minutu. Jak dlouhy krok m3 Honza? Zapis
postup vypoctu.

OTAZKA 2
David vi, Ze délka jeho kroku je 0,80 metru. PouZij vzorec na Davidovu chizi.

Vypotite] rychlost Davidovy chiize v metrech za minutu a v kilometrech za hodinu. Zapis postup vypottu.

poloZek v testu, coz je pfekvapivé, protoZze matematicky Zaci museji jen dosadit do vzorce n=70 a provést pomérné
jednoduchou algebraickou Upravu, ktera jim umozni ur&it P. Uloha doklada to, co se v testech PISA ukazuje &asto;
v testovych otazkach vychazejicich z kontextu bézného Zivota maji patnactileti zaci velké potize a jen malo z nich je
schopno vyuzit své znalosti a dovednosti efektivné, a to i kdyz jsou matematické prvky prezentovany jasné a srozumitelné.

Zakladni matematické dovednosti potfebné v této polozce jsou komunikaéni obtiznost, ktera vychazi z nutnosti precist si a
pochopit zadani a pozdgji zformulovat feSeni a ukazat, jak k nému zak dosel. V Uloze neni tfeba matematizace, protoze
matematicky model je dan v takové podobé, ktera by méla byt pro patnactileté Zzaky dobfe znama. ObtiZznost reprezentace
je zna¢na, nebot zadani obsahuje informaci v grafické podobé, ve formé textu a algebraického vyrazu. To vSe je tfeba dat
do souvislosti. Obtiznost navrhovani strategie neni vysokd, protoZe strategie je jasné formulovana pfimo v otazce.
Minimalni je i uroven uvaZovani a argumentace, a to z toho divodu, Ze uUloha je jasné zformulovana a poZadované prvky
jsou zjevné. Pouziti symbolického, formalniho a technického jazyka i operaci pfichazi na fadu, kdyZ Zaci museji dosadit a
upravit vyraz tak, aby vyraz vyjadfoval proménnou P.

a pfitom mit stale na mysli pozadovany cil: P je dano, tedy n Ize odvodit z dané rovnice; pokud Zak vynasobi n proménnou
P, ziska rychlost v metrech za minutu; to je pak tfeba prevést s pomoci pfimé imérnosti na kilometry za hodinu. Zaci mohli
ziskat tfi rizna bodova hodnoceni podle toho, kolik spravnych krokd vykonali ke kone¢nému feSeni. Rozdil mezi mirou
uspéSnosti v otazkach 1 a 2 lze vysvétlit tak, Ze ukdzeme rozdilnou obtiznost aktivace zakladnich matematickych
dovednosti, které vyzaduji obé otazky. Komunikacni obtiznost obou polozek je srovnatelna z hlediska ¢teni a porozuméni
zadani, ale v otézce 2 je tfeba vyuzit obrazek k propojeni konkrétniho kroku s veliinou krok, coz otédzka 1 nevyzaduje.
Prezentace vysledku také vyZaduje vys$i uroveri komunika&nich dovednosti nez pfi odpovédi v otazce 1. Uloha navic
vyZaduje matematizaci, protoZe Ulohu nelze feSit bez vytvofeni modelu Bernardovy chlze v poZzadovanych jednotkach.
Takovy postup feseni pozaduje v priibéhu celého postupu o nékolika krocich aktivaci efektivnich kontrolnich mechanizm.
Z toho plyne, Ze Uroven obtiznosti navrZeni strategie je u otdzky 2 vyrazné vy$Si nez u otazky 1. Obtiznost reprezentace je
ve druhé otazce také vyrazné vySSi nez v otdzce 1, nebot vtomto pfipadé musi zak aktivné pracovat s danym
algebraickym vyrazem. Realizace navrzené strategie a pouzivani reprezentace v sob& nese pouZivani symbolického,
forméiniho a technického jazyka i operaci. Zaci museji provadét algebraické Gpravy, pracovat s pfimou Umémosti a
pouzivat pfi pfevodu jednotek aritmetické operace. UvaZovani a argumentaci Zaci uZivaji v ramci myslenkovych proces(,
diky nimz postupuji v FeSeni ulohy. Pokud zaci uméji efektivné pouzivat kalkulacku, obtiznost pouZiti matematickych
nastroju je zjevné na nizké drovni.
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TESAR

Ukazkova uloha projektu PISA TESAR (obrazek 1.11) se objevila v Setfeni PISA 2000 a 2003 a poté byla uvolnéna. Je
pfikladem polozky s vybérem odpovédi oznaCované jako komplexni uloha s vyb&rem odpoveédi, kdy zaci vybiraji u nékolika
tvrzeni ¢i otazek jednu z mozZnosti. V tomto pfipadé mohli Zaci dostat plny pocet bodl, pokud spravné rozhodli, Ze dané
mnozstvi dfeva staci na vSechny navrhy kromé navrhu B.

Uloha patii do obsahového okruhu prostor a tvar, ponévadZ v ni Zaci pracuji s vlastnostmi Gtvart, a do profesniho
kontextu, ponévadz se v ni jedna o ukol pro tesare. Polozka spada do kategorie postupl pouZivani matematickych
pojmd, faktu, postupl a uvazZovani, protoze v podstaté se jedna o to, aby zaci aplikovali na dobfe definované
matematické objekty proceduralni znalosti. Uloha ale také zahrnuje urg&itou miru interpretace, aplikovani a hodnoceni
matematickych vysledkd, nebot Zaci museji dat do souvislosti pfedloZzené matematické objekty a kontextualni prvky —
omezeni nabizenym mnozstvim dfeva.

Obrazek1.11
UlohaTESAR

Tesaf ma 32 metru dfeva na ohrazeni zahonu na zahradé. UvaZzuje o nasledujicich tvarech zahonu.

A B C D
6m 6m 6m
10 m 10m 10 m 10 m

Zakrouzkuj bud’ ,Ano”, nebo ,Ne” u kazdého tvaru zshonu podle toho, zda miize nebo nemfize byt vytvoren
7 32 metra dieva.

Tvar zahonu Muize byt tvar zahonu vytvoren z 32 metru difeva?
Tvar A Ano/ Ne
Tvar B Ano/Ne
Tvar C Ano/Ne
Tvar D Ano/Ne

zodpovédélo méné nez 20 % zaku. V zadani je dostatek Udaju, jez umoziuji pfimy vypocet obvodu navrhli A, C a D, které
véechny mé¥i 32 metrli. V pfipadé navrhu B ale zadani neposkytuje dostatek idajdi, takZe je nutny jiny postup. Zaci mohou
vydedukovat, Ze zatimco ,vodorovné” prvky v8ech navrh( jsou stejné, kosé strany navrhu B jsou del$i neZ soucet ,svislych”
polozek ostatnich navrhd.

Komunikacni naro€nost vychazi z nutnosti pfecist a porozumét zadani a dat do souvislosti text s grafickym znazornénim
&tyF zahont. Uloha je zadana v matematické podobé, takZe nevyZaduje Zadnou matematizaci. Uvahy spojené s kontextem
z realného svéta jako Uvahy o délce dfeveénych prken nebo geometrii roht v takto zadané Uloze nehraji zadnou roli. Klicova
dovednost nezbytna pro vyfeSeni této ulohy je uvaZovani a argumentace. Jen diky tomu mohou zaci urit, ze navrh B ma
prili§ velky obvod, a uvédomit si, ze délky jednotlivych ,svislych® prvk(l navrhu A jsou sice neznamé, ale celkova ,svisla*
délka je znama (podobné u navrhu C svisla i vodorovna délka). NavrzZeni strategie obnasi, Ze si zaci museji uvédomit, ze
Ize zjistit potfebné udaje o obvodu, i kdyZ nejsou znamy vdechny jednotlivé délky. Zaci museji pouZivat symbolicky,
formalni a technicky jazyk i operace, kdyZ se snaZi pracovat s obvody jednotlivych Gtvard, museji rozumét vlastnostem
stran a umét sgitat jejich délky. Zaci pravdépodobné nebudou pouZivat matematické néstroje.
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Poznamky

V nékterych zemich mohou ,matematické nastroje* také oznacovat matematické postupy, napfiklad algoritmy. V ramci
koncepéniho ramce PISA se pojem ,matematické nastroje” tyka pouze fyzickych a digitalnich nastroju, které jsou popsany v této
Casti.

Probéhla analyza standardu ze dvou souborli zemi. Jednalo se o soubor deviti zemi OECD (Australlie [Novy Jizni Wales],
[vlamska] Belgie, Kanada [Alberta], Finsko, Irsko, Japonsko, Korea, Novy Zéland a Spojené kralovstvi) a Sesti ekonomicky
vyspélych zemi ([vlamska] Belgie, Kanada [Alberta], Cinska Taipei, Finsko, Korea a Singapur). Omezenim byla nutnost vybrat
zemé, jejichz standardy jsou dostupné i v angli¢tiné.

K této zméné doslo proto, aby kategorii popisovala Iépe a srozumitelnégji. Nedoslo ke zméné uvniti kategorie samé.

V ramci projektu PISA bylo na pocitaCi pilotovano v roce 2006 testovani prirodnich véd, vroce 2009 nepovinné testovani
Etenarské gramotnosti.
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